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En este trabajo se proponen modelos nume´ricos para el estudio de la
interaccio´n dina´mica lateral entre viaductos y veh´ıculos ferroviarios de Alta
Velocidad.
Los efectos de dina´mica vertical, que aparecen en los viaductos al paso
de trenes de Alta Velocidad, han sido profusamente estudiados y son bien
conocidos hoy en d´ıa. Pero, en los u´ltimos diez an˜os, ha aparecido un intere´s,
cada vez mayor, por los feno´menos dina´micos laterales que, por lo general,
no comprometen la seguridad de la estructura, pero s´ı la de los veh´ıculos y
el confort de los viajeros.
Para el estudio de estos efectos laterales se han desarrollado modelos que
representan el comportamiento de las estructuras, mediante el me´todo de
los elementos finitos, y el de los veh´ıculos, mediante sistemas multicuerpo.
El acoplamiento entre ambos, pieza fundamental del problema, se realiza
mediante elementos de interaccio´n que han sido creados espec´ıficamente para
este trabajo. Estos elementos tienen en cuenta los movimientos relativos que
existen entre los trenes y los puentes, calculan e introducen en la dina´mica
global del sistema, las fuerzas de contacto que aparecen en las ruedas y
los carriles, cuya importancia es crucial en la dina´mica lateral de veh´ıculos
ferroviarios.
Debido a la orograf´ıa de Espan˜a, existen, y se esta´n construyendo, viaduc-
tos para las l´ıneas de Alta Velocidad con pilas muy altas, en los que aparecen
vientos transversales muy fuertes, y que presentan frecuencias de vibracio´n
lateral muy bajas. Los trenes que circulen sobre estas estructuras pueden ser
susceptibles de sufrir efectos dina´micos de caracter lateral, y sera´n el objeto
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En las u´ltimas decadas, en un gran nu´mero de pa´ıses, el transporte ferro-
viario de Alta Velocidad para pasajeros se ha convertido en una alternativa
clave para los viajes de media distancia. Espan˜a, junto con Francia y Ale-
mania, se encuentra a la cabeza de Europa en esta materia. La l´ınea de Alta
Velocidad espan˜ola cuenta con 1584 km de l´ınea constru´ıdos y, aproxima-
damente, otros 2000 km en estudio, disen˜o o construccio´n, como se puede
apreciar en la Figura 1.1.
Las l´ıneas de Alta Velocidad, adema´s de ser un potente instrumento de
desarrollo econo´mico y cohesio´n social, suponen una gran inversio´n econo´mica
por parte de los estados. En el Plan Especial de Insfraestructuras y Transpor-
te (PEIT), publicado en 2005, que tiene como objetivo marcar las directrices
ba´sicas de la actuacio´n en infraestructuras y transporte de competencia esta-
tal con un horizonte a medio y largo plazo (2005-2020), destino´ un 48 % de su
presupuesto total, lo que suponen 120000 millones de euros, a infraestructu-
ras ferroviarias (Ministerio de Fomento, 2005). Esta inversio´n supone un gran
impulso econo´mico para muchas sectores relacionados con la construccio´n,
explotacio´n y mantenimiento de las l´ıneas. En la Figura 1.2 puede verse que
las l´ıneas de Alta Velocidad previstas para el an˜o horizonte 2020 suponen
un enorme crecimiento de la actual red. Adema´s, se espera la introduccio´n
de tra´fico mixto (pasajeros y mercanc´ıas), lo que supondra´ una importante
mejora del transporte de mercanc´ıas por ferrocarril.

























































































































































































































































































































































































































































































Figura 1.1. L´ıneas de ferrocarril espan˜olas, segu´n velocidades, a fecha de enero de 2010. Extra´ıdo de Adif
(2010).
de las l´ıneas de Alta Velocidad, en esta existen un gran nu´mero de viaductos.
Es bien conocido que la aplicacio´n repetida de cargas sobre un estructura,
como las que produce un tren a su paso, puede producir resonancia en las vi-
braciones de la misma. Este feno´meno, que puede comprometer la seguridad
Figura 1.2. Planificacio´n del PEIT de la l´ınea de L´ınea de Alta Velocidad para el an˜o horizonte 2020.
Extra´ıdo de Ministerio de Fomento (2005).
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de las estructuras y los veh´ıculos, y el confort de los pasajeros, ha sido pro-
fusamente estudiado en las u´ltimas de´cadas. As´ı, las normas espan˜ola IAPF
(2007) y europeas EN1990-A2 (2005); EN1991-2 (2003) recogen limitaciones
y me´todos de ca´lculo dina´mico que provienen de todo ese conocimiento acu-
mulado.
Sin embargo, los feno´menos de vibracio´n lateral no van condicionar la
seguridad de las estructuras, pero s´ı, quiza´s, la de los veh´ıculos y la comodi-
dad de los viajeros. La preocupacio´n por este tipo de feno´menos, tal como
queda reflejado en el nu´mero de art´ıculos publicados en revistas cient´ıficas,
data de la u´ltima de´cada, aunque existen estudios anteriores. Este es el caso
del estudio de ERRI-D181 (1996), que tras realizar medidas experimentales
en varios trenes y viaductos, y desarrollar una bater´ıa de estudios parame´tri-
cos mediante simulaciones computacionales para puentes isosta´ticos de varios
vanos, propuso una serie de recomendaciones de disen˜o para puentes, que al-
gunas normas, como la espan˜ola y la europea, han adoptado. Una de estas
recomendaciones es la limitacio´n de que la primera frecuencia lateral de vi-
bracio´n del tablero del puente, suponie´ndolo independiente de la estructura,
debe ser superior a 1,2 Hz. Esta limitacio´n fue propuesta para evitar que las
frecuencias laterales propias de los veh´ıculos, que por lo general se encuentran
entre 0,5 y 1,0 Hz, coincidieran con las de los veh´ıculos.
En la L´ınea de Alta Velocidad del Corredor Noroeste, que esta´ actual-
mente en construccio´n, debido a la orograf´ıa a su paso por Galicia, presenta
viaductos de gran longitud con pilas que en ocasiones superan los 100 m de
altura (ver Figura 1.3). Como consecuencia de su configuracio´n, estos puentes
presentan frecuencias propias de vibracio´n lateral de la estructura completa
muy inferiores a 1 Hz, y con longitudes de onda que abarcan varios vanos (Fi-
gura 1.4). Estas longitudes de onda son muy grandes en comparacio´n con las
de los puentes del estudio del ERRI, que al ser isosta´ticos, ten´ıan la longitud
del vano.
Estos puentes, en ocasiones, esta´n situados en valles muy profundos, por
lo que es posible la aparicio´n de fuertes vientos, lo que supone otra fuente
de excitacio´n lateral para los veh´ıculos y las estructura. El efecto del viento
en estos puentes, y en los veh´ıculos que circulan sobre ellos, son el objeto
de estudio del proyecto Efectos del Viento Transversal sobre la Circulacio´n
de Veh´ıculos Ferroviarios: Determinacio´n de Valores L´ımite, financiado por
el Ministerio de Fomento y dirigido por el Instituto Ignacio Da Riva, de la
Escuela de Ingenieros Aerona´uticos de la Universidad Polite´cnica de Madrid.
Uno de los subproyectos de este proyecto es el de Estudio Dina´mico del
Comportamiento de los Veh´ıculos Ferroviarios sobre Estructuras de Puentes
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Figura 1.3. Infograf´ıa del Viaducto sobre el r´ıo Deza, en la L´ınea de Alta Velocidad del Corredor Noroeste,
en el tramo Lal´ın-Santiago. En la Figura se indica cua´l es la velocidad de viento ma´xima considerada
segu´n la normativa. Imagen cortes´ıa de Adif.
Figura 1.4. Primer modo de vibracio´n del Viaducto de Barbantin˜o, en la L´ınea de Alta Velocidad del
Corredor Noroeste, en el tramo Lal´ın-Santiago. f = 0,29 Hz.
y Sometidas a la Accio´n del Viento, en el cua´l, el autor de este trabajo, y sus
directores, participan.
Por tanto, es necesario valorar los efectos dina´micos que se puedan dar
en los veh´ıculos al cruzar este tipo de viaductos, como consecuencia de la
interaccio´n dina´mica entre ambos en posibles escenarios de fuertes vientos.
Para ello, en este trabajo se han desarrollado modelos matema´ticos que per-
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mitira´n valorar, en una etapa posterior de este trabajo, esos efectos. La pieza
fundamental de estos modelos es la interaccio´n entre los veh´ıculos y las estruc-
turas, considerando ambos como tridimensionales, e introduciendo el efecto
del contacto rueda-carril1, de ma´xima importancia en la dina´mica lateral de
los veh´ıculos. De los resultados obtenidos en futuros trabajos se espera que
se puedan extraer recomendaciones sencillas para el disen˜o de puentes, con
objeto de ser propuestas para su introduccio´n en las normativas espan˜ola y
europea.
1.2. Objetivos
Los principales objetivos propuestos para esta primera fase de trabajo,
de la cual se espera que sea la base de una posible tesis doctoral, son:
Estudio del estado actual del conocimiento de los modelos nume´ricos
existentes para el ca´lculo de la respuesta dina´mica acoplada de veh´ıcu-
los ferroviarios y estructuras, con especial atencio´n en aquellos que
desarrollan me´todos para el estudio de la dina´mica lateral. Tambie´n,
en dicho estado del arte, se fijo´ como objetivo el obtener un conoci-
miento de cua´les son los me´todos existentes para el estudio del contacto
rueda-carril, y cua´les son sus caracter´ısticas fundamentales, as´ı como
elegir uno de ellos que combine una adecuada precisio´n y una carga
computacional aceptable.
Compresio´n e implementacio´n del los me´todos de contacto normal y
tangencial elegidos, para su posterior introduccio´n en los modelos de
interaccio´n.
Desarrollo de modelos de veh´ıculos y estructuras, que permitan obtener
la respuesta dina´mica, vertical y lateral, del sistema completo, teniendo
en cuenta la presencia de irregularidades en la v´ıa. La pieza fundamen-
tal a desarrollar en estos modelos es la metodolog´ıa para el tratamiento
de la interaccio´n entre los trenes y los viaductos, introduciendo los mo-
delos de contacto implementados.
Validacio´n de los modelos desarrollados mediante casos sencillos con
solucio´n anal´ıtica, y ejemplo de aplicacio´n a casos ma´s complejos de
interaccio´n, verificando que el funcionamiento es el esperado.
1Para los casos de dina´mica vertical, por lo general, no suele ser necesario ni el consi-
derar la tridimensionalidad del problema, ni el efecto del contacto rueda-carril.
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Empleo futuro de los modelos aqu´ı desarrollados para el estudio de la
interaccio´n dina´mica lateral, entre veh´ıculos ferroviarios de Alta Velo-
cidad y viaductos de pilas altas y gran flexibilidad lateral, en presencia
de fuertes vientos laterales.
1.3. Contenido
El presente documento esta´ estructurado en un total de seis cap´ıtulos y
dos ape´ndices. En e´ste, el primer cap´ıtulo, se presenta una breve introduccio´n
de la importancia del transporte ferroviario de Alta Velocidad en Espan˜a, y
otros pa´ıses, una visio´n global acerca de los problemas dina´micos que pueden
aparecer en los viaductos al paso de los trenes y se describen los principales
objetivos de este trabajo.
En el Cap´ıtulo 2 se realiza un repaso de cua´l es el estado actual del
conocimiento en el estudio de los problemas dina´micos de los puentes de
ferrocarril, con especial intere´s en los efectos de dina´mica lateral. Adema´s,
por su especial intere´s en el estudio de los veh´ıculos, una buena parte del
Cap´ıtulo se dedica al estudio del estado del arte del contacto rueda-carril.
Los modelos de contacto entre la rueda y el carril, de enorme intere´s
para la formulacio´n de la interaccio´n entre el veh´ıculo y la estructura donde
se apoya, son estudiados en detalle en el Cap´ıtulo 3. Adema´s, se realiza
una validacio´n del contacto implementado con resultados conocidos de la
literatura.
El Cap´ıtulo 4 recoge una descripcio´n detallada acerca de los modelos
utilizados para este trabajo. Inicialmente se presentan los modelos de ele-
mentos finitos empleados para la estructura, y de sistemas multicuerpo para
el veh´ıculo. Posteriormente, se desarrolla la formulacio´n utilizada para la ge-
neracio´n nume´rica de irregularidades de v´ıa, las cuales tienen un importancia
muy alta en la aparicio´n de efectos dina´micos. A continuacio´n se presenta el
modelo de interaccio´n propuesto, con una discusio´n en profundidad del ele-
mento implementado. Por u´ltimo, se incluye un breve resumen de los me´todos
que el programa utilizado emplea para resolver el problema nume´rico.
Una serie de validaciones y ejemplos de aplicacio´n son presentados en
el Cap´ıtulo 5. Primero se presenta un ejemplo de interaccio´n vertical muy
popular en la literatura: la Viga de Yang. Seguidamente se realiza una com-
paracio´n de los resultados obtenidos mediante los modelos desarrollados y
resultados anal´ıticos, para el caso del movimiento de lazo. En una siguiente
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aplicacio´n se estudia la interaccio´n entre el veh´ıculo y una serie de viaductos
isosta´ticos de cinco vanos, y se verifican algunos de los resultados que fueron
obtenidos en el informe del ERRI D 181. Por u´ltimo, se presentan las carac-
ter´ısticas generales y modos y frecuencias propios de vibracio´n de algunos
viaductos, que, por sus bajas frecuencias laterales, sera´n de especial intere´s
en las futuras aplicaciones de la metodolog´ıa expuesta en este trabajo.
En el Cap´ıtulo 6 se exponen las conclusiones ma´s importantes del trabajo
realizado y se marcan posibles v´ıas de desarrollo futuro en la mı´sma l´ınea de
trabajo.
Para concluir, se incluyen dos ape´ndices: en el Ape´ndice A se desarrollan
los resultados anal´ıticos del problema de lazo que se discute en el cap´ıtulo
de aplicaciones; y en el Ape´ndice B se presentan las propiedades geome´tricas
y meca´nicas del veh´ıculo ferroviario empleado durante todo el trabajo, de
caracter´ısticas similares a las del Siemens ICE3.








En lo sucesivo se resume el estado actual del conocimiento en el estudio de
los efectos dina´micos que aparecen en los puentes destinados a ferrocarriles
de alta velocidad y en los propios veh´ıculos.
La aparicio´n de efectos dina´micos al paso de cargas mo´viles sobre una
estructura es conocida desde los inicios del ferrocarril. El comportamiento de
una viga biapoyada sometida a la accio´n de una carga mo´vil fue resuelta por
Kryloff (1905) y descrita en el texto de Timoshenko (1928).
Durante todo el siglo XX, el estudio en este campo se ha centrado en los
efectos que las cargas verticales produc´ıan en la respuesta de la estructura,
con especial intere´s en las u´ltimas de´cadas, debido a la aparicio´n de los tre-
nes de alta velocidad, en los efectos resonantes. Durante los u´ltimos veinte
an˜os, los modelos que consideran la interaccio´n vertical entre el veh´ıculo y
la estructura han ido adquiriendo una mayor atencio´n. Y por u´ltimo, en la
u´ltima decada, nuevos desarrollos relacionados con la interaccio´n tridimen-
sional (considerando efectos transversales, no so´lo verticales) entre veh´ıculos
y estructuras han aparecido. El desarrollo de estos nuevos modelos ha ido
asociado a la modelizacio´n de la dina´mica de los veh´ıculos ferroviarios, y
concretamente, a uno de sus puntos fundamentales, el contacto rueda-carril.
A continuacio´n se presenta cua´les son los principales problemas dina´micos
que aparecen cuando circulan veh´ıculos ferroviarios sobre viaductos, y cua´les
son los principales me´todos para resolverlos (Seccio´n 2.2). Posteriormente
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se hace una revisio´n de las distintas formas de modelizar los elementos a
considerar en los estudios de interaccio´n dina´mica entre veh´ıculo y estructura
(Seccio´n 2.3). Por u´ltimo, se realiza un estudio en detalle de las distintas
teor´ıas existentes para el ca´lculo de las fuerzas de contacto que aparecen
entre la rueda y el carril, de vital importancia en los calculos dina´micos de
interaccio´n (Seccio´n 2.4).
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2.2. Ana´lisis dina´mico de puentes de ferrocarril
La respuesta esta´tica de un viaducto destinado al tra´fico ferroviario se ve
modificada bajo la accio´n de cargas dina´micas. La variacio´n de la respuesta
se debe a:
el cambio del valor de la carga vertical en cada punto de la estruc-
tura debido a la velocidad del veh´ıculo y a la vibracio´n de la propia
estructura;
el paso de cargas sucesivas a intervalos uniformes;
las posibles irregularidades presentes en la v´ıa y las ruedas de los veh´ıcu-
los.
No sucede lo mismo en los puentes de carretera, donde la variacio´n de las
cargas sucede de un modo ma´s aleatorio.
Hay muchos factores que influyen en el comportamiento de la estructura,
como son la velocidad de circulacio´n, la longitud de los vanos de la estructura,
las frecuencias propias de vibracio´n de e´sta, las cargas nominales por eje del
veh´ıculo y el nu´mero y espaciamiento de e´stas, las propiedades meca´nicas del
tren, el amortiguamiento de la estructura, las irregularidades de la v´ıa, etc.
El incremento de la longitud de los trenes, unido al aumento significativo
de la velocidad de los vehiculos ferroviarios ha hecho que los efectos dina´micos
que pueden aparecer en las estructuras cobren una mayor relevancia, lo cual
ha quedado reflejado en las distintas normativas nacionales (IAPF, 2007) e
internacionales (EN1990-A2, 2005; EN1991-2, 2003; European Railway Agency,
2008).
Estas acciones dina´micas pueden producir unas solicitaciones mayores que
las esta´ticas, por lo que es necesario tener en cuenta este posible incremento.
Hasta hace pocos an˜os, las instrucciones para el disen˜o de puentes de ferro-
carril ten´ıan en cuenta los efectos dina´micos verticales a partir del llamado
factor de impacto Φ, revisado en UIC (2006), con diferentes modificaciones,
segu´n la instruccio´n. Este factor representa el incremento de la respuesta
dina´mica en relacio´n a la respuesta esta´tica debido a la accio´n de una carga
aislada: no considera los posibles efectos resonantes que pudieran aparecer
debido al paso sucesivo de cargas. El incremento de la velocidad y la longitud
de los trenes, respecto al tren considerado en el estudio de la UIC, ha pro-
ducido que el uso de este factor sea inadmisible en situaciones donde se dan
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efectos resonantes. En la actual Instruccio´n Espan˜ola y en el Euroco´digo, su
utilizacio´n esta´ limitada a ciertos casos: la velocidad ma´xima de la l´ınea no
sera´ mayor que un cierto valor, el puente debe ser de tipolog´ıa convencional
y sus frecuencias propias deben cumplir unas ciertas limitaciones. Fuera de
esta casu´ıstica es necesario realizar un ca´lculo dina´mico, que, en ocasiones,
podra´ ser simplificado.
En la Seccio´n 2.2.1 se repasan las acciones y limitaciones a considerar
segu´n la normativa IAPF (2007) en el disen˜o de puentes.
Los me´todos para el ca´lculo dina´mico de puentes de ferrocarril pueden
clasificarse de varias maneras. Por ejemplo, atendiendo a la forma en la que
se considera que actu´an los veh´ıculos, existen modelos de cargas mo´viles
y modelos que consideran la interaccio´n entre el veh´ıculo y la estructura
(Seccio´n 2.2.2).
Por otra parte, el estudio de la estructura se puede realizar mediante:
un modelo anal´ıtico detallado que represente fielmente el comporta-
miento dina´mico de la estructura,
un ana´lisis experimental sobre un puente ya construido, o
un me´todo simplificado.
En relacio´n a los denominados me´todo anal´ıticos, una discusio´n de sus
diferentes posibilidades queda recogida en la Seccio´n 2.2.3.
Respecto a los modelos experimentales, en la literatura existen numerosos
ejemplos en los que se comparan los resultados obtenidos mediante medicio-
nes sobre los puentes reales con los obtenidos nume´ricamente. Cabe destacar
los trabajos de Song et al. (2003); Xia et al. (2003); Xia y Zhang (2005); Zhang
et al. (2008), en los que se obtiene una elevada correlacio´n entre los resulta-
dos medidos y calculados. Este tipo de estudios se sale del alcance de este
trabajo, por lo que su estado actual del conocimiento no se estudia en este
trabajo.
Por u´ltimo, la aplicacio´n de me´todos simplificados queda limitada a puen-
tes isosta´ticos de tipolog´ıa convencional. E´stos determinan el valor de la res-
puesta dina´mica ma´xima vertical del puente sin necesidad de realizar un
ca´lculo modal, o de integracio´n directa en el tiempo, de la estructura com-
pleta. Estos procedimientos esta´n basados en el ana´lisis de las vibraciones
libres producidas en puentes isosta´ticos tras el paso de cada eje, y esta-
blecen un l´ımite superior de la respuesta dina´mica que incluye los posible
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efectos resonantes. Consideran el veh´ıculo como un conjunto de cargas mo´vi-
les y de valor constante situadas a distancias constantes. Fueron desarrolla-
dos por el comite´ de expertos ERRI-D214 (1995), quedan recogidos en IAPF
(2007); EN1991-2 (2003) y una explicacio´n detallada se puede encontrar en
Dom´ınguez (2001).
2.2.1. Acciones a considerar en el disen˜o de puentes
La norma IAPF (2007) define una serie de acciones debidas al tra´fico de
veh´ıculos ferroviarios, a considerar en el disen˜o de puentes. E´stas son tanto de
cara´cter dina´mico, como esta´tico. Entre las esta´ticas se consideran acciones
verticales y horizontales.
Distintas combinaciones de estas y otras acciones deben satisfacer los
Estados L´ımite definidos en la Instruccio´n.
Acciones verticales
En el disen˜o de puentes, la Instruccio´n considera dos tipos fundamentales
de acciones verticales debidas al tra´fico de veh´ıculos: las acciones esta´ticas y
las acciones dina´micas.
Las acciones esta´ticas son consideradas mediante el tren de cargas UIC71
(Figura 2.1). Adema´s, este tren de cargas se multiplica por un coeficiente
α para convertirlo en envolvente del tren de cargas SW/0, que, segu´n las
Especificaciones Te´cnicas de Interoperabilidad de la Unio´n Europea (EN1991-
2, 2003; European Railway Agency, 2008, 2009), debe considerarse como tren
de cargas adicional para el caso de vigas continuas.
Figura 2.1. Tren de cargas UIC71.
Las acciones dina´micas son consideradas mediante el factor de impacto,
cuando es posible, o mediante un ca´lculo dina´mico espec´ıfico. La Instruc-
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cio´n acota su aplicacio´n en relacio´n a la velocidad ma´xima de la l´ınea y las
frecuencias propias de la estructura. Fuera de esta casu´ıstica, es necesario
realizar un ca´lculo dina´mico (Seccio´n 2.2), que en ocasiones (para puentes
isosta´ticos y de tipolog´ıa convencional) puede ser simplificado.
Acciones horizontales
En los puentes ferroviarios pueden aparecer diversas acciones horizontales
debidas a la circulacio´n de los veh´ıculos, que las normativas tienen en cuenta
en su disen˜o. La Instruccio´n Espan˜ola considera tres: fuerzas centr´ıfugas,
efecto de lazo y fuerzas debidas al arranque y frenado de los veh´ıculos.
Estados L´ımite
La estructura disen˜ada, bajo las distintas acciones consideradas debe sa-
tisfacer los llamados Estados L´ımite, tanto U´ltimo, como de Servicio.
Estados L´ımite U´ltimos: son aquellos que no se deben sobrepasar para las
distintas combinaciones de acciones marcadas por la instruccio´n para
evitar el colpaso total o parcial de la estructura. En la verificacio´n de
e´stos, las fuerzas verticales y horizontales debidas a la circulacio´n de
veh´ıculos son combinadas y mayoradas. Para que se satisfaga el Estado
L´ımite U´ltimo, estas cargas deben producir unas solicitaciones menores
que las que la estructura es capaz de soportar, habiendo minorado las
capacidades meca´nicas de sus materiales. Por tanto, en la comprobacio´n
de los Estados L´ımite U´ltimos se tiene en cuenta tanto fuerzas esta´ticas,
como dina´micas.
Estados L´ımite de Servicio: si las acciones aplicadas sobre una estructura
sobrepasan los Estados L´ımite de Servicio, esta no cumplira´ el cometido
para el que fue proyectada, pero no tiene porque´ ocurrir el colapso de
la misma.
As´ı, la Instruccio´n considera unos criterios de funcionalidad referentes
a deformaciones y vibraciones para asegurar unas adecuadas condicio-
nes de seguridad en la circulacio´n de veh´ıculos y de confort para los
usuarios. Entre estas dos familias de condiciones se engloban diversas
limitaciones. En el caso de la seguridad de circulacio´n de los veh´ıculos,
se consideran limitaciones en lo referente a:
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 aceleracio´n vertical del tablero;
 alabeo del tablero y total;
 deformacio´n vertical del tablero;
 deformacio´n horizontal del tablero;
 vibracio´n transversal del tablero; y
 giro transversal del tablero.
En relacio´n al confort de los usuarios, se introducen limitaciones rela-
cionadas con la deformacio´n vertical del tablero.
Las limitaciones de los Estados L´ımite de Servicio relacionas con la vi-
bracio´n transversal del tablero esta´n en estrecha relacio´n con el objeto
de estudio de este trabajo. Estas establecen que para evitar posibles
feno´menos de resonancia lateral en los veh´ıculos, se comprobara´ que la
frecuencia de vibracio´n transversal de un vano del tablero no sera´ in-
ferior a 1,2 Hz, en cualquier vano del puente, considera´ndolo como un
elemento aislado, independiente de la subestructura. Adema´s, es ne-
cesario comprobar que el desplazamiento trasversal relativo entre dos
puntos del tablero del mismo vano, debido tanto a flexio´n lateral como
a torsio´n, bajo la accio´n de la fuerza de lazo y las sobrecargas de uso, no
sea superior a 6 mm. Estas limitaciones provienen de las conclusiones
del informe del ERRI-D181 (1996).
Estas limitaciones de los Estados L´ımite de Servicio son de gran im-
portancia para el tra´fico (guiado) ferroviario: se puede decir que cons-
tituyen Estados L´ımite U´ltimos para la seguridad del mismo.
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2.2.2. Modelos de cargas mo´viles y de interaccio´n veh´ıculo estructura
Modelos de cargas mo´viles
En los modelos de cargas mo´viles se considera que la carga de cada eje es
constante, y que esta se mueve con el veh´ıculo sin considerar las vibraciones de
e´ste, es decir, sin considerar la interaccio´n entre el tren y la estructura. En los
modelos de cargas mo´viles se considera que en cada eje del tren esta´ aplicada
una carga constante, correspondiente a la carga de ese eje cuando el tren
esta´ parado, y que esta se mueve con el veh´ıculo sin considerar las vibraciones
de e´ste, es decir, sin considerar la interaccio´n entre el tren y la estructura.
Por tanto, con este me´todo un tren queda caracterizado por un conjunto de
cargas de valor constante y separadas entre s´ı unas distancias constantes (ver
Figura 2.2). A pesar de estas limitaciones, estos modelos dan una solucio´n
bastante aproximada a los problemas de dina´mica vertical de la estructura,
suficiente para la gran mayor´ıa de los casos.
Figura 2.2. Modelo de veh´ıculo de cargas mo´viles para el ca´lculo dina´mico.
Sin embargo, para estudiar los efectos de dina´mica lateral, este me´todo
esta´ sujeto a importantes limitaciones, mayores que para el caso de dina´mica
vertical, y es necesario incluir ciertas hipo´tesis adicionales, como, por ejemplo,
suponer un movimiento de lazo conocido e impone´rselo a los ejes del veh´ıculo.
Una descripcio´n sucinta de este me´todo se puede encontrar en (Fry´ba, 1996;
Yang et al., 2004; Dom´ınguez, 2001).
Otro me´todo alternativo, a medio camino entre los modelos de cargas
mo´viles y los de interaccio´n, es el masas mo´viles. Este me´todo consiste en
considerar el tren como un conjunto de masas, situadas en las posiciones de
sus ruedas, que se desplazan con el veh´ıculo y que se aplican directamente
sobre la estructura sin ninguna suspesio´n, vibrando solidariamente con ella.
Con este tipo de me´todos, adema´s de tener en cuenta el peso del veh´ıculo, se
introducen efectos inerciales como consecuencia de la vibracio´n de las masas.
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Modelos de interaccio´n veh´ıculo-estructura
Los me´todos de interaccio´n veh´ıculo-estructura aportan un ana´lisis ma´s
preciso de la respuesta dina´mica de la estructura. Adema´s, permiten estu-
diar feno´menos de vibracio´n no so´lo verticales, sino tambie´n transversales.
En Fry´ba (1996); Yang et al. (2004); Dom´ınguez (2001) se puede encontrar
un ana´lisis detallado de sus fundamentos ba´sicos. Estos me´todos tienen en
cuenta que el tren no es un conjunto de cargas verticales constantes, sino que
esta´ compuesto por masas unidas entre s´ı mediante los distintos niveles de
suspensio´n del veh´ıculo (primaria y secundaria), que interactu´an entre ellas y
con la estructura (Figura 2.3). En esta interacio´n se produce un intercambio
de energ´ıa entre las distintas masas de los veh´ıculos y la estructura. Dentro de
esta familia de me´todos, se pueden encontrar distintos niveles de precisio´n en
la caracterizacio´n del veh´ıculo: modelos en dos o tres dimensiones, modelos
que consideran so´lo un nivel de suspensio´n o varios, modelos que tienen en
cuenta todos los grados de libertad del veh´ıculo, o no, etc. Una explicacio´n
ma´s detallada puede verse en la Seccio´n 2.3.2.
Si bien estos me´todos son ma´s complejos que los de cargas mo´viles, tienen
dos ventajas fundamentales frente a ellos: permiten conocer el movimiento
del veh´ıculo, por lo que es posible valorar cuestiones como la seguridad en la
circulacio´n o el confort de los pasajeros; y permiten tener en cuenta los efectos
dina´micos laterales que se dan en el veh´ıculo y la estructura, de una manera
mucho ma´s realista que mediante el uso de modelos de cargas mo´viles.
Figura 2.3. Modelo de veh´ıculo bidimensional, con dos niveles de suspensio´n para un ca´lculo de interaccio´n
veh´ıculo-estructura y modelo simplificado, extra´ıdos de (Goicolea y Gabaldo´n, 2008).
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Por contra, para poder desarrollar estos modelos es necesario conocer
gran cantidad de informacio´n acerca de la geometr´ıa y las caracter´ısticas
meca´nicas del veh´ıculo, lo cual no siempre es posible.
Un estudio comparativo de los resultados obtenidos con este tipo de me´to-
do frente a los obtenidos mediantes modelos de cargas mo´viles puede encon-
trarse en Goicolea et al. (2002). En este trabajo puede verse que en ocasiones
los modelos de cargas mo´viles son envolventes de los de interaccio´n, pero esto
no siempre es as´ı, como refleja el trabajo de Gabaldo´n et al. (2005).
2.2.3. Me´todos anal´ıticos
Los me´todos anal´ıticos hacen posible una comprensio´n de los principios
ba´sicos del comportamiento dina´mico de la estructura. Como puede verse
en Bathe (1996), el Me´todo de los Elementos Finitos permite plantear las
ecuaciones de equilibrio dina´mico del sistema compuesto para cualquier tipo
de estructura y de veh´ıculo. La ecuacio´n de equilibrio para un sistema lineal,
con amortiguamiento de tipo viscoso, es de la forma:
M d¨+ C d˙+Kd = f(t), (2.1)
siendo M, la matriz de masas; C, la matriz de amortiguamiento; K, la matriz
de rigidez; d, el vector de desplazamientos; d˙ y d¨, sus derivadas primera y
segunda respecto al tiempo; y f(t) el vector de fuerzas externas aplicadas.
En el caso de cargas mo´viles, las matrices M, C y K corresponden a la
estructura y el vector d, a los desplazamientos de los nodos de la estructura.
Por otra parte, el vector f(t) corresponde a las fuerzas externas aplicadas
sobre la estructura que dependen del tiempo, como son las cargas aplicadas
por la circulacio´n del veh´ıculo, u otras, como, por ejemplo, fuerzas debidas
a la accio´n del viento. Una explicacio´n ma´s detallada puede encontrarse en
Fry´ba (1996); Yang et al. (2004).
En el caso de la interaccio´n entre veh´ıculo y estructura se ha de plantear
el equilibrio de los grados de libertad correspondientes al veh´ıculo y a la
estructura de forma conjunta o separada, lo que se estudia en ma´s detalle en
la Seccio´n 2.3.
La Ecuacio´n 2.1 se puede resolver mediante te´cnicas de integracio´n di-
recta en el dominio del tiempo, ya sea impl´ıcitas o expl´ıcitas o haciendo uso
de ana´lisis modal (Clough y Penzien, 2006; Chopra, 2006). Las te´cnicas de
integracio´n directa pueden se aplicadas tanto para sistemas de ecuaciones li-
neales, como no lineales, mientras que el ana´lisis modal so´lo es aplicable para
2. Estado del arte 19
sistemas lineales. El ana´lisis modal permite representar el comportamiento
de la estructura, que tiene N grados de libertad, a partir de la eleccio´n de n
modos propios de vibracio´n. De esta forma, el comportamiento de la estruc-
tura queda resuelto integrando en el tiempo un conjunto de n ecuaciones, tal
que n N , que, adema´s, esta´n desacopladas, lo que supone un gran ahorro
de tiempo de ca´lculo. Por contra, antes de poder integrar las ecuaciones, es
necesario obtener los n modos propios de vibracio´n, lo que conlleva una carga
de ca´lculo importante.
Una discusio´n ma´s detallada del me´todo de integracio´n utilizado en este
trabajo se realizada en el Cap´ıtulo 4.
2.3. Modelizacio´n de veh´ıculos, estructuras y su interaccio´n
Un ana´lisis detallado de los modelos de interaccio´n veh´ıculo-estructura se
puede encontrar en Fry´ba (1996); Yang et al. (2004), donde distintos modelos
se comparan frente a los de cargas mo´viles. Como indica Zhang et al. (2008),




la interaccio´n entre rueda y carril,
el tratamiento de las irregularidades de la v´ıa, y
la solucio´n nume´rica.
En este cap´ıtulo se repasa la evolucio´n de los modelos en los anal´ısis de inter-
accio´n empleados para las estructuras (Seccio´n 2.3.1), los veh´ıculos (Seccio´n
2.3.2) y su interaccio´n (Seccio´n 2.3.3). Un estudio detallado sobre la modeli-
zacio´n de estos elementos, as´ı como del tratamiento de las irregularidades de
la v´ıa y del tipo de solucio´n nume´rica utilizados en este trabajo se recoge en
el Cap´ıtulo 4.
2.3.1. Modelizacio´n de las estructuras
Un primer me´todo para representar el comportamiento de una estructu-
ra, considerando la interaccio´n con un veh´ıculo, es a trave´s de un modelo
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anal´ıtico de vibracio´n de una viga, como estudian Yang y Yau (1997); Yang
et al. (2004); Dom´ınguez (2001); Goicolea et al. (2002). Este tipo de modelo es
posible cuando la estructura y veh´ıculo son los suficientemente sencillos como
para poder ser modelizados de una forma anal´ıtica y obtener una solucio´n
cerrada. Para modelos ma´s complejos, el Me´todo de los Elementos Finitos
(Bathe, 1996) es una de las alternativas ma´s adoptadas. Gran variedad de
soluciones se pueden encontrar en la literatura, pero el uso de elementos tipo
viga, debido a su reducido coste computacional y su adecuada precisio´n, es
muy popular entre los diferentes autores (Yang et al., 2004; Xia et al., 2000;
Xia y Zhang, 2005; Majka, 2008; Kwark et al., 2004; Nguyen et al., 2009a,b).
Tambie´n se pueden encontrar ejemplos en los que se utilizan elementos
finitos de tipo la´mina (Song et al., 2003) y de tipo so´lido (Kwasniewski et al.,
2006). Y tambie´n combinacio´n de tipos de elementos, como es el caso de
Henchi (1998), quien combina elementos de tipo viga y de tipo la´mina.
Cualquier tipo de estructura puede ser modelizado mediante el uso de dis-
tintos tipos de elementos, as´ı, en la literatura se encuentran diversos ejemplos:
puentes isosta´ticos de tipo viga (Xia y Zhang, 2005; Xia et al., 2008; Yang et al.,
2004; Liu et al., 2009b), puentes continuos de tipo viga (Kwark et al., 2004;
Zhang et al., 2008; Xia et al., 2000), puentes arco (Bowe y Mullarkey, 2005),
puentes atirantados (Xu et al., 2004; Tanabe et al., 2003; Li et al., 2005) y
puentes colgantes (Xia et al., 2006).
Respecto al tratamiento del amortiguamiento de la estructura, una de las
soluciones ma´s utilizadas (Majka, 2008; Song et al., 2003; Xia et al., 2000; Xia
y Zhang, 2005; Yang et al., 2004) es el me´todo de amortiguamiento de Ray-
leigh (Clough y Penzien, 2006; Chopra, 2006), el cual supone que la matriz de
amortiguamiento puede expresarse como combinacio´n lineal de las matrices
de masas y rigidez de la forma:
C = αM+ βK, (2.2)
siendo α y β dos para´metros constantes, que se calculan a partir de las tasas
de amortiguamiento cr´ıtico ξi de cada modo. Tambie´n puede usarse una tasa
ξ igual para todos los modos, lo que es ma´s acorde con lo dispuesto en las
distintas normativas.
2.3.2. Modelizacio´n de veh´ıculos
En relacio´n a los veh´ıculos, los modelos ma´s utilizados en la literatura son
modelos que esta´ compuestos por masas (para representar las distintas partes
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del veh´ıculo: caja, bogies y ejes) unidas entre s´ı mediante muelles y amor-
tiguadores, ya sean lineales o no lineales (sistemas de suspensio´n primaria
y secundaria). Una modelizacio´n ma´s completa incluye tambie´n la existen-
cia de topes de carrera incluidos en algunos componentes de los sistemas
de amortiguacio´n, como muestra Iwnicki (2006). Otra referencia clave en la
simulacio´n dina´mica de veh´ıculos es Garg y Dukkipati (1984).
En la modelizacio´n de veh´ıculos existen dos v´ıas fundamentales: mode-
lizacio´n bidimensional, para considerar u´nicamente la dina´mica vertical, y
modelizacio´n tridimensional, que considera la dina´mica completa del veh´ıcu-
lo.
Entre los casos de modelizacio´n bidimensional del veh´ıculo aparecen nu-
merosos ejemplos en los que se modelizan todos los cuerpos y suspensiones
del veh´ıculo, as´ı, por ejemplo, Wu y Yang (2003); Biondi et al. (2005); Lu et al.
(2008) consideran veh´ıculos con 10 grados de libertad, mientras que Liu et al.
(2009a) los consideran con 8. Los modelos que desarrollan son similares al de
la parte izquierda de la Figura 2.3.
Por otro lado, numerosos autores, como Melis (2008), han realizado mo-
delos simplificados bidimensionales: este es el caso del modelo de ”cuarto de
bogie“ en el que so´lo se recoge el comportamiento de un eje, medio bogie y
la suspensio´n primaria correpondiente a ese eje (parte derecha de la Figura
2.3); o el del modelo de ”medio bogie“, en el que ya se tiene en cuenta la
presencia de los dos ejes del bogie y se considera el feno´meno de cabeceo del
mismo. As´ı, un coche de un veh´ıculo queda representado bidimensionalmente
por cuatro modelos de “cuarto de bogie”, siendo e´stos independientes entre
s´ı. Este modelo, adema´s de no considerar el efecto que tiene la suspensio´n
secundaria y los movimientos de la caja, desprecia los posibles efectos de
cabeceo de los bogies que pudieran aparecer (giros alrededor del eje normal
al plano del veh´ıculo). Este modelo fue estudiado en profundidad por Yang y
Yau (1997) y reproducido en un gran nu´mero de trabajos (Zhang et al., 2001;
Wu y Yang, 2003; Yang et al., 2004; Lou et al., 2005; Biondi et al., 2005; Majka,
2008).
Un gran nu´mero de autores modelizan los veh´ıculos de una forma tri-
dimensional, lo que permite reproducir feno´menos, como el de la dina´mica
transversal, que un modelo bidimensional no permite. Entre los numerosos
ejemplos cabe citar los trabajos de Fry´ba (1996); Gime´nez y Lasala (1998); Wu
et al. (2001); Zhang et al. (2001); Tanabe et al. (2003); Xu et al. (2004); Kwark
et al. (2004); Xia y Zhang (2005); Bowe y Mullarkey (2005); Li et al. (2005);
Zhang et al. (2008); Majka (2008); Liu et al. (2009b); Nguyen et al. (2009a,b).
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2.3.3. Modelizacio´n de la interaccio´n
En la literatura se pueden encontrar diferentes formas de considerar la
interaccio´n entre el veh´ıculo y la estructura. Algunas son adecuadas para
tener en cuenta solamente feno´menos de vibracio´n lateral, y otras, tienen un
caracter ma´s general, permitiendo tambie´n estudiar la dina´mica lateral. Este
criterio es el u´tilizado para hacer, ma´s adelante, un repaso a los trabajos de
los distintos autores.
Cualquiera que sea el me´todo que se utilice para estudiar la interaccio´n,
es necesario establecer las ecuaciones de equilibrio de la estructura y del
veh´ıculo. En este aspecto, dos son las tendencias seguidas en lo referente
al planteamiento de los sistemas de ecuaciones: se pueden plantear de forma
acoplada o desacoplada. Un profundo estudio de las ventajas e inconvenientes
de ambos me´todos puede encontrarse en los trabajos de Yang y Fonder (1996)
y Lei y Noda (2002).
Plantear los sistema de ecuaciones de forma desacoplada conlleva que
la estructura y el veh´ıculo tenga sistemas de ecuaciones distintos, entre los
que es necesario establecer una compatibilidad, tanto geome´trica, como de
equilibrio. Esta te´cnica es adoptada por un gran nu´mero de autores, entre
los que destacan Yang y Fonder (1996); Xia et al. (2003); Kwark et al. (2004);
Xu et al. (2004); Majka (2008); Zhang et al. (2008). Este me´todo presenta
ventajas como son la reduccio´n del taman˜o de las matrices a utilizar y de su
ancho de banda, el hecho de que estas permanecen constantes en el tiempo y
una posible utilizacio´n de pasos de tiempo distintos en la integracio´n de cada
uno de los subsistemas. Por contra, es necesario un esquema de iteracio´n para
establecer la compatibilidad entre ambos subsistemas.
Un planteamiento acoplado conlleva que las ecuaciones que rigen el com-
portamiento del veh´ıculo y la estructura queden recogidas en el mismo sis-
tema de ecuaciones diferenciales. Ejemplos de modelos en los que se utilizan
sistemas de ecuaciones acoplados para el veh´ıculo y la estructura son desa-
rrollados por Xia et al. (2000); Zhang et al. (2001); Song (2004); Yang et al.
(2004); Lou et al. (2005); Lou (2005); Xia y Zhang (2005).
Modelizacio´n de la interaccio´n vertical
Son numerosos los trabajos existentes en la literatura cuya fundamental
finalidad es el estudio de la interaccio´n dina´mica vertical entre veh´ıculos y
estructuras. En muchos de estos trabajos, al valorar fundamentales los movi-
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mientos verticales, se recurre a modelos de tipo bidimensional. Un estudio en
detalle de estos modelos puede encontrarse en los trabajos de Fry´ba (1996);
Yang et al. (2004).
Entre los ejemplos existes en la literatura, cabe destacar el de Yang y
Yau (1997), quien estudia de forma anal´ıtica y nume´rica el caso de una masa
vibrante que recorre a velocidad constante una viga isosta´tica (este caso se
estudia en la la Seccio´n 5.2), y que ha sido tomado como modelo de validacio´n
por numerosos autores, como es el caso de Zhang et al. (2001); Wu y Yang
(2003); Yang et al. (2004); Lou et al. (2005); Biondi et al. (2005); Majka (2008).
Adema´s, existen modelos que consideran la presencia de irregularidades
verticales en la v´ıa, como los estudiados por Fry´ba (1996); Wu y Yang (2003);
Yang et al. (2004); Bowe y Mullarkey (2005); Biondi et al. (2005); Lu et al.
(2008); Liu et al. (2009a), y otros que adema´s tienen en cuenta la flexibilidad
de la v´ıa, como en Wu y Yang (2003); Biondi et al. (2005); Liu et al. (2009a).
Modelizacio´n de la interaccio´n lateral
Para tener en cuenta la posible aparicio´n de efectos de caracter lateral,
que pueden darse tanto en los veh´ıculos, como en las estructuras, es necesario
recurrir a modelos tridimensionales.
En palabras de Xia et al. (2008), es bien conocido en la literatura el hecho
de que las relaciones entre los ejes del veh´ıculo y la v´ıa son la pieza fundamen-
tal de los modelos de interaccio´n. En el estudio de esta relacio´n, como indica
Nguyen et al. (2009b), existen dos elementos clave: las relaciones geome´tricas
y las relaciones de equilibrio entre el eje y la v´ıa.
En lo referente a las relaciones geome´tricas, la diferencia principal entre
los distintos trabajos es el estudio del movimiento del eje en relacio´n a la
v´ıa, la cual se supone unida solidariamente al tablero del puente. Algunos
autores consideran que el eje esta´ fijo en relacio´n a la v´ıa sobre la que circula,
por lo que, a partir de los movimientos del puente, y teniendo en cuenta
la excentricidad de la posicio´n de la v´ıa en relacio´n al tablero, es posible
determinar los movimientos de los ejes del veh´ıculo, como es el caso de Kwark
et al. (2004); Majka (2008).
En esta consideracio´n, al igual que ocurre cuando se tienen en cuenta
movimientos relativos entre el eje y la v´ıa, es posible introducir, el hecho de
que la v´ıa presenta ciertas irregularidades. Por tanto, el movimiento del eje
ser´ıa del movimiento de la v´ıa en su geometr´ıa ideal, ma´s el desplazamiento
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debido a la presencia de irregularidades en la v´ıa, como consideran Song et al.
(2003); Wu y Yang (2003); Xia y Zhang (2005).
Las dos aproximaciones anteriores no tienen en cuenta la posible apa-
ricio´n de movimiento de lazo de los ejes del veh´ıculo (que se estudia en la
Seccio´n 5.3). Para introducir este efecto en los modelos existen dos v´ıas fun-
damentales:
Considerar que el movimiento de lazo de los ejes va a aparecer, por
lo que se le impone e´ste a los ejes del veh´ıculo, como un movimiento
sinusoidal considerando una frecuencia y amplitud conocidas. Esta es
la aproximacio´n que realizan en sus trabajos Xu et al. (2004); Dias et al.
(2008); Cuadrado et al. (2008); Xia et al. (2008); Zhang et al. (2008).
No considerar que el movimiento del eje es la suma de otros movi-
mientos. Es decir, se tiene en cuenta que pueden aparecer movimientos
relativos entre el eje y la v´ıa, considerando la posicio´n de la v´ıa como
elemento solidario al puente y la presencia de irregularidades. Estos
movimientos relativos esta´n sujetos a las fuerzas de contacto normales
y tangenciales que aparecen entre las ruedas y los carriles. Los mo-
vimientos relativos son una inco´gnita ma´s del problema. Este me´to-
do es utilizado por Tanabe et al. (2003); Li et al. (2005); Nguyen et al.
(2009a,b), y es el adoptado en este trabajo.
Por u´ltimo, en referencia a las relaciones de equilibrio entre los ejes y la
v´ıa, estas variara´n segu´n sean las relaciones geome´tricas consideradas. As´ı, en
los casos en los que los movimientos relativos del eje no esta´n permitidos, y
su posicio´n queda totalmente determinada en funcio´n del desplazamiento del
puente, las irregularidades de la v´ıa y el movimiento de lazo impuesto, si lo
hubiera, sera´ necesario introducir restricciones cinema´ticas en el movimiento
del eje. Para introducir estas restricciones cinema´ticas existentes diferentes
me´todos, como, por ejemplo, el de penalizacio´n, de multiplicadores de la-
grange y de lagrangiano aumentado. Una discusio´n en profundidad de estos
me´todos puede encontrarse en Jalo´n y Bayo (1994); Shabana et al. (2008).
Cuando los movimientos relativos entre el eje y la v´ıa s´ı son permitidos,
es necesario introducir las fuerzas que aparecen entre la rueda y el carril. As´ı,
los trabajos de Tanabe et al. (2003); Li et al. (2005); Nguyen et al. (2009a,b)
consideran el modelo de Hertz, linealizado o no, para las fuerzas normales, y
el modelo de Kalker linealizado, para las tangenciales. Estos modelos utilizan
perfiles bico´nicos para las ruedas, por lo que no es posible tener en cuenta el
posible contacto entre la pestan˜a de la rueda del veh´ıculo y el carril, cuando
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el eje se desplaza lateralmente respecto a la v´ıa. Tanabe et al. (2003), cuando
los movimientos del eje en relacio´n a la v´ıa son muy grandes, introduce una
fuerza penalizadora para simular el efecto del contacto entre la pestan˜a y el
carril.
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2.4. Contacto rueda-carril
La modelizacio´n del contacto rueda-carril es uno de los puntos fundamen-
tales de la dina´mica ferroviaria si se considera el movimiento relativo entre
el eje y la v´ıa, lo que es necesario para modelar con suficiente precisio´n la
dina´mica lateral, lo cual se hace aqu´ı. As´ı, bajo unas mismas hipo´tesis de
partida, los resultados que se obtienen mediante la utilizacio´n de distintos
me´todos de resolucio´n del contacto son muy dispares (Alonso, 2005).
En el caso de la interaccio´n entre un veh´ıculo y una estructura, en los
puntos de contacto entre rueda y carril se van a transmitir los esfuerzos
existentes entre trenes y viaductos. Adema´s, los desplazamientos absolutos
de dichos puntos de contacto van a permitir conocer los desplazamientos y
velocidades relativos del veh´ıculo en relacio´n a la v´ıa sobre la que circula.
En el estudio del contacto rueda-carril, como sen˜ala Alonso (2005), para
resolver el problema de contacto con rodadura es necesario determinar las
relaciones existentes entre deformaciones, tensiones y deslizamientos, y ma´s
concretamente:
caracter´ısticas geome´tricas de a´rea de contacto generada;
distribucio´n de presiones normales;
carga normal total transmitida en el a´rea de contacto;
distribucio´n de tensiones tangenciales;
resultantes de las fuerzas tangenciales y del momento de pivotamiento
transmitidos; y
deslizamientos y desplazamientos locales relativos en la zona de con-
tacto.
En el presente caso de estudio, la interaccio´n entre veh´ıculos y estructu-
ras, el valor de las resultantes de las fuerzas normales y tangenciales que se
transmiten entre rueda y carril es el resultado fundamental que introduce en
el sistema dina´mico.
Generalmente, el problema de contacto rueda-carril se divide en dos partes
(Kalker, 1982): el problema normal1 y el problema tangencial.
1Para resolver el problema normal es necesario conocer algunas caracter´ısticas geome´tri-
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El objeto del problema normal es determinar las caracter´ısticas geome´tri-
cas del area de contacto, la distribucio´n de presiones normales (y, a partir
de esta, la resultante de fuerzas normales) y la aproximacio´n que se produce
entre los cuerpos como consecuencia de que son ela´sticos.
En el estudio del problema tangencial se quiere calcular la distribucio´n de
tensiones tangenciales en las dos direcciones del plano tangente al contacto
(y fuerzas tangenciales resultantes) y los deslizamientos relativos locales en
cada punto de la zona de contacto.
En un caso general, los problemas normales y tangenciales no esta´n des-
acoplados: las presiones normales y tangenciales se influyen mutuamente.
Para poderlos resolver de forma desacoplada es necesario que los cuerpos en
contacto sean cuasiide´nticos: deben presentar simetr´ıa geome´trica y ela´stica
respecto al plano de contacto.
En la revisio´n bibliogra´fica del problema de contacto, al igual que para su
resolucio´n, se va a utilizar la divisio´n establecida entre el problema normal
(Seccio´n 2.4.1) y el tangencial (Seccio´n 2.4.2).
2.4.1. Contacto Normal
Una de las principales aportaciones a la resolucio´n del problema normal
fue la de Hertz (1882), quien lo resolvio´ bajo una serie de hipo´tesis simpli-
ficadoras que se formulan detalladamente en la Seccio´n 3.3. Esta resolucio´n
define el a´rea de contacto como una elipse, y la distribucio´n de presiones
normales como un elipsoide (con valor ma´ximo en el centro de la elipse de
contacto y valor nulo en los bordes de la misma). Esta solucio´n tiene un
precisio´n adecuada para una gran parte de las simulaciones, a la vez que un
coste computacional muy bajo, motivos por los cuales es utilizada por gran
parte de los programas de simulacio´n de dina´mica ferroviaria.
Pese a ello, en las u´ltimas decadas han aparecido algunos estudios con el
objeto de superar alguna de las deficiencias que presenta la Teor´ıa de Hertz.
Fundamentalmente, en dos puntos: la consideraccio´n de la forma real de los
cuerpos2 y de la rugosidad de ruedas y carriles.
cas de las ruedas y los carriles en la proximidad de la zona de contacto. E´stas dependen
de la posicio´n relativa de e´stos. Esta primera obtencio´n de datos geome´tricos es lo que se
conoce como problema geome´trico, descrito en detalle en la Seccio´n 3.2.
2La teor´ıa de Hertz supone que los cuerpos se pueden representar por funciones
cuadra´ticas en las inmediaciones del punto de contacto.
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En lo referente a la forma real de los cuerpos, Kalker (1979) desarrolla
su Me´todo Variacional. Para a´reas de contacto suficientemente pequen˜as res-
pecto al taman˜o de los cuerpos en contacto, este me´todo converge hacia la
solucio´n exacta conforme se aumenta el nu´mero de elementos que se utilizan
en la discretizacio´n del a´rea de contacto. Como contrapartida, este me´todo
tiene un coste computacional muy elevado, lo que hace inviable su utilizacio´n
en problemas de dina´mica ferroviaria, ya que es necesario calcular el contac-
to en muchas ruedas en cada paso de tiempo. Sin embargo, este me´todo se
emplea para realizar validaciones de la precisio´n de otros me´todos.
Posteriormente, otros autores han obtenidos soluciones basadas en el
Me´todo de Elementos Finitos y el Me´todo de Elementos de Contorno (Galle-
go, 1987; Garc´ıa, 1983; Sellgren et al., 2003). Al igual que sucede con el Me´todo
Variacional de Kalker, el coste computacional de estos me´todos hace invia-
ble su implementacio´n en un problema de interaccio´n veh´ıculo estructura,
quedando relegada su utilizacio´n a validacio´n de otros me´todos.
En referencia a la consideracio´n de la rugosidad en la resolucio´n del pro-
blema normal, cabe destacar los trabajos de Greenwood y Williamson (1963);
Greenwood y Tripp (1967a,b), quienes utilizan una caracterizacio´n estad´ıstica
de las rugosidades de rueda y carril. Por otra parte, Bhushan (1984); Majum-
dar y Bhushan (1990); Tien y Majumdar (1990) utilizan una caraterizacio´n de
la rugosidades de ambos cuerpos basadas en fractales. En los u´ltimos an˜os,
un estudio de la influencia de la rugosidad ha sido desarrollado utilizando
el Me´todo Variacional de Kalker con un discretizacio´n lo suficientemente
pequen˜a como para poder recoger dicha rugosidad. En este a´mbitos cabe
destacar los trabajos de Knothe y Theiler (1996); Ertz y Bucher (2003); Kalker
et al. (1997).
Por u´ltimo, se han realizado trabajos para tener en cuenta la posibilidad
de que se produzcan contactos en varios puntos entre una rueda y un carril
(Piotrowski y Kalker, 1988).
2.4.2. Contacto Tangencial
La primera aproximacio´n a la resolucio´n del problema tangencial de con-
tacto entre dos cuerpos en rodadura fue aportada por Carter (1926). Dicha
aportacio´n se baso´ en el estudio de dos cilindros infinitos de ejes paralelos,
obteniendo una solucio´n anal´ıtica. Dicho problema es puramente bidimen-
sional, por lo que u´nicamente se consideran deslizamientos en la direccio´n
de rodadura. Adema´s, Carter asimilo´ dichos cilindros a semiespacios inifitos
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para la determinacio´n de las tensiones y deformaciones a partir de las ecua-
ciones de Boussinesq-Cerruti. Con esta solucio´n se obtiene una distribucio´n
de tensiones tangeciales tal que en la huella de contacto existe una zona en
adherencia (zona anterior segu´n el sentido de rodadura) en la que no se pro-
duce deslizamiento, y otra zona en la que s´ı se produce (zona posterior de la
huella). Mediante la Ley de Coulomb, el valor de la tensio´n tangencial en la
zona de deslizamiento queda acotado por el producto de la tensio´n normal y
el coeficiente de friccio´n.
Fromm (1927), un an˜o ma´s tarde, resolvio´ el mismo problema sin utilizar la
hipo´teis de que los cuerpos son semiespacios infinitos, alcanzando resultados
muy similares a los de Carter.
Las soluciones de Carter y Fromm son de una enorme importancia teo´rica,
pero no aportan resultados adecuados para utilizar en la dina´mica ferroviaria
debido a su caracter bidimensional.
En los u´ltimos 40 an˜os, un gran nu´mero de soluciones, basadas en distintas
hipo´tesis, han sido propuestas. Estas teor´ıas pueden agruparse en tres grupos
fundamentales:
1. Teor´ıas de no deslizamiento.
2. Teor´ıas de no adherencia.
3. Teor´ıas de no lineales.
Las variables fundamentales utilizadas en los tres grupos de teor´ıas son
los pseudodeslizamientos. Los pseudodeslizamientos, que se explican con ma´s
detalle en la Seccio´n 3.4.1, son las diferencias de velocidades (tanto espaciales,
como angulares) entre los dos cuerpos en contacto (rueda y carril), adimen-
sionalizadas respecto a la velocidad media de los cuerpos. Dichas velocidades
son las velocidades de los cuerpos considerados como so´lidos r´ıgidos. As´ı, en
los modelos de contacto tangencial se consideran tres pseudodeslizamientos:
el longitudinal, en la direccio´n de la v´ıa; el tangencial, segu´n una direccio´n
normal a la anterior y contenida en el plano de contacto; y el esp´ın, que
se debe a las velocidades angulares segu´n la direccio´n normal al plano de
contacto.
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Teor´ıas de No Deslizamiento
Las teor´ıas de no deslizamiento parten de la hipo´tesis de que los pseu-
dodeslizamientos son pequen˜os, por lo que no se producira´ deslizamiento en
el a´rea de contacto, y toda la huella esta´ en situacio´n de adherencia. Es-
tas teor´ıas consideran relaciones lineales entre las resultantes de las fuerzas
tangenciales y los pseudodeslizamientos. Por ello, e´stas son apropiadas para
la realizacio´n de ca´lculos lineales, como pueden ser ca´lculos de respuesta en
frecuencia o estudios de estabilidad. Sin embargo, no son adecuadas para la
resolucio´n de otro tipo de problemas, ya que a medida que los pseudodeliza-
mientos aumentan su valor, pierden precisio´n.
Johnson fue el primero en obtener una expresio´n que relaciona los pseu-
dodeslizamientos con las resultantes de las fuerzas tangenciales en a´reas de
contacto circulares. Johnson obtuvo esta solucio´n para dos tipos de situa-
ciones: considerando que el esp´ın es nulo, (Johnson, 1958a), y considerando
u´nicamente la presencia del esp´ın, (Johnson, 1958b).
Ma´s tarde, Vermeulen y Johnson (1964) obtuvieron una solucio´n para
a´reas de contacto el´ıpticas considerando espines nulos. Posteriormente, Kalker
(1967) resolvio´ el mismo problema sin la limitacio´n de los espines nulos.
Teor´ıas de No Adherencia
Las teor´ıas de no adherencia consideran que todo el a´rea de contacto se
encuentra en condiciones de deslizamiento. Estas teor´ıas no son muy usadas
ya que so´lo aportan resultados fiables cuando los pseudodeslizaientos son
muy altos.
Lutz (1955, 1957, 1958) resolvio´ este problema para el caso de a´reas de
contacto circulares y Wernitz (1958, 1962) para a´reas el´ıpticas.
Teor´ıas No Lineales
Las teor´ıas no lineales consideran que dentro dentro del a´rea de contacto
pueden coexistir zonas que se encuentran en adherencia con otras en desliza-
miento.
La primera teor´ıa propuesta en esta l´ınea se debe a Johnson (1958b), quien
estudio la coexistencia de zonas en adherencia y zonas en deslizamiento para
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huellas de contacto circulares y sin tener en cuenta el esp´ın. Johnson tomo´ la
hipo´tesis de que la zona de adherencia es un c´ırculo tangente a la huella
de contacto en su extremo delantero. E´sto conduce a incoherencias en las
direcciones de las tensiones en la zona comprendida entre el borde anterior
de la huella de contacto y el borde anterior de la zona de adherencia.
Posteriormente, Vermeulen y Johnson (1964) generalizaron esta teor´ıa para
el caso de huellas de contacto el´ıpticas.
Los errores cometidos con esta aproximacio´n son del orden del 25 %, lo
que hace imposible su utilizacio´n en aplicaciones de dina´mica ferroviaria.
Haines y Ollerton (1963) propusieron ma´s tarde la Teor´ıa de Franjas, la
cual considera u´nicamente el pseudodeslizamiento longitudinal: desprecia el
tangencial y el esp´ın. Para la resolucio´n del problema divide el a´rea de con-
tacto en franjas longitudinales y supone que se cumple la teor´ıa de Carter en
cada una de ellas.
Ma´s tarde, Kalker (1967) generaliza esta teor´ıa incluyendo la influencia
del pseudodeslizamiento tangencial y el esp´ın. Este me´todo so´lo funciona bien
para valores bajos del esp´ın.
Kalker (1979), posteriormente, desarrollado el ya mencionado Me´todo Va-
riacional, el cua´l tiene en cuenta todos los pseudodeslizamientos, resuelve
cualquier forma de huella de contacto, y tiende a la solucio´n exacta segu´n
aumenta la discretizacio´n de la huella de contacto, y si el taman˜o de esta
es lo suficientemente pequen˜o en relacio´n a los cuerpos en contacto. Como
contrapartida, su coste computacional hace inviable su implementacio´n en
un modelo de dina´mica ferroviaria.
En las u´ltimas decadas se han desarrollado me´todos con una precisio´n
suficiente y un coste computacional moderado. Entre ellos cabe destacar el
me´todo de Shen et al. (1984), el de Polach (1999) y el algoritmo FastSim, de
Kalker (1982).
Mientras que los dos primeros tienen un coste computacional ma´s bajo
que el tercero, e´stos no reunen la suficiente precisio´n como para ser imple-
mentados en un modelo dina´mico. Por contra, el algoritmo FastSim, utilizado
en este trabajo, tiene un costo computacional moderado y sus soluciones tie-
nen errores ma´ximos del orden del 10 % respecto al me´todo Variacional de
Kalker. FastSim es utilizado por gran parte de los programas de simulacio´n
ferroviaria.
En los u´ltimos an˜os, nuevos estudios han centrado sus esfuerzos en am-
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pliar las posibilidades de los me´todos ya existentes en referencia a efectos no
tenidos en cuenta como:
la introduccio´n de un coeficiente de friccio´n dependiente del desliza-
miento (los me´todos expuestos anteriormente lo suponen constante)
(Gime´nez et al., 2005);
el efecto de la rugosidad (Knothe y Theiler, 1996; Ertz y Bucher, 2003;
Kalker et al., 1997); y









Uno de los puntos cr´ıticos en la modelizacio´n del comportamiento dina´mi-
co de un veh´ıculo ferrovario es el contacto que se establece entre las ruedas
y los carriles. En el veh´ıculo, al desplazarse relativamente respecto a la v´ıa,
aparecen unas fuerzas tangenciales entre la rueda y el carril que van a condi-
cionar su comportamiento dina´mico lateral. El valor de estas fuerzas es muy
dependiente de la variacio´n de los desplazamientos y velocidades relativos
entre el veh´ıculo y la v´ıa. No sucede lo mismo para el caso de las fuerzas
normales de contacto, las cuales no son tan variables. Por ello, en el con-
texto de este trabajo, es fundamental una correcta implementacio´n de las
fuerzas tangenciales que aparecen en el contacto, ya que e´stas tendra´n gran
importancia en la interaccio´n lateral entre los trenes y las estructuras.
El contacto se produce entre dos cuerpos tridimensionales (ruedas y ca-
rriles), con geometr´ıas muy particulares y entre ellos aparecen movimientos
y velocidades relativos. Por ello son necesarios modelos constitutivos de con-
tacto que puedan simular correctamente este comportamiento tan complejo.
Como ya se ha comentado en el Cap´ıtulo 2, muchos son los algoritmos
que se han utilizado y se utilizan en los distintos programas de dina´mica
ferroviaria. De entre todos ellos, el algoritmo FastSim (presente en gran can-
tidad de programas) para zonas de contacto hertzianas con un u´nica a´rea de
contacto finita en cada rueda, es utilizado en este trabajo. Mediante e´l se va
a determinar la tensio´n tangencial en cada punto de la zona de contacto y
en que´ puntos se produce deslizamiento entre los cuerpos y en cua´les no. Las
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variables principales que utiliza FastSim son los pseudodeslizamientos de los
cuerpos en contacto: la relacio´n entre la velocidad de la rueda respecto al
carril, adimensionalizada.
Este modelo de contacto supone un compromiso entre un adecuado tiem-
po de calculo y una buena precisio´n, suficiente para el problema que se desea
estudiar1.
La implementacio´n de este modelo se divide en tres etapas:
1. resolucio´n del problema geome´trico de contacto,
2. resolucio´n del problema normal,
3. y resolucio´n del problema tangencial.
E´ste es el orden en el que se expondra´n cada uno de estos puntos en este
cap´ıtulo: primero, la resolucio´n del problema geome´trico (Seccio´n 3.2), segui-
da por la del problema normal (Seccio´n 3.3), y, por u´ltimo, la del problema
tangencial (Seccio´n 3.4).
1Los errores ma´ximos de FastSim respecto al Me´todo Variacional de Kalker, supuesto
como el me´todo ma´s exacto, no superan el 10 % Kalker (1990)
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3.2. Problema geome´trico
El objeto del problema geome´trico es definir la cinema´tica del eje y la
rueda, y en funcio´n de ellas, la geometr´ıa de las superficies en contacto, que
sera´ necesaria para resolver los problemas normal y tangencial.
3.2.1. Perfiles de ruedas y carriles
La forma de los perfiles de las ruedas y los carriles empleados para un
determinado tren es determinante para la dina´mica del veh´ıculo. Adema´s,
los perfiles de rueda deben estar definidos en funcio´n del carril sobre el que
van a circular, teniendo en cuenta tambie´n cua´l va a ser la inclinacio´n de
estos respecto a la horizontal de la plataforma de la v´ıa. As´ı, un perfil de
rueda bien disen˜ado, para un carril concreto, con una determinada inclina-
cio´n, permitira´ unas rodadura y transicio´n suaves entre las distintas zonas
de contacto entre rueda y carril. Por otra parte, el disen˜o de un determinado
perfil de rueda tambie´n debe tener en cuenta cua´l es el desgaste previsto que
van a tener la rueda y el carril, y cua´l va a ser a su comportamiento conjunto
en los diferentes niveles de desgaste, as´ı como cua´ndo sera´ necesario realizar
algu´n tipo de mantenimiento a la rueda y el carril, o cua´ndo sera´ necesario
retirarlos del servicio.
Para todos los ca´lculos que se realizan en este trabajo se han utilizado
unos perfiles de rueda y carril bien conocidos. El perfil de rueda utilizado es
un perfil unificado S1002 definido en UIC (2004) (ver Figura 3.1), propio de
trenes de Alta Velocidad, que ha sido disen˜ado para trabajar con perfiles de
carril UIC60 (UIC, 2002) con una inclinacio´n de 1:40, que son los utilizados
en las l´ıneas de alta velocidad espan˜olas (ver Figura 3.2). La definicio´n de
este perfil no viene condicionada por el radio nominal de la rueda (radio
de rodadura de la rueda cuando el eje de esta se situ´a centrado respecto al
eje de la v´ıa). As´ı, ruedas con un mismo perfil de rodadura pueden tener
distintos dia´metros. En el perfil de la rueda (Figura 3.1) se pueden apreciar
las siguientes zonas:
la banda de rodadura,
la transicio´n a la pestan˜a, y
la pestan˜a.
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Figura 3.1. Perfil de rueda unificado S1002. Su definicio´n esta´ realizada en base a un conjunto de arcos de
circunferencia unidos entre s´ı. Las marcas circulares indican la unio´n entre dos arcos.
















Figura 3.2. Perfil de la cabeza del carril UIC60. Su definicio´n esta´ realizada en base a un conjunto de arcos
de circunferencia unidos entre s´ı. Las marcas circulares indican la unio´n entre dos arcos.
En una situacio´n de circulacio´n en re´gimen estacionario (el ferrocarril circula
centrado respecto al eje de la v´ıa) el contacto de la rueda con el carril se
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producira´ en la banda de rodadura. Es en situaciones transitorias cuando el
eje del tren deja de estar centrado respecto al eje de la v´ıa, y el contacto
entre la rueda y el carril se produce en la zona de transicio´n de pestan˜a o
en la pestan˜a. En estos casos transitorios, el contacto en el carril ya no se
produce en la zona central de la cabeza del carril, sino en zonas exce´ntricas.
3.2.2. Cinema´tica del eje
Para una determinada combinacio´n de perfiles de rueda y carril, es necesa-
rio conocer otras dimensiones para definir completamente el par rueda-carril.
Estas son:
Radio nominal: radio de rodadura cuando el eje del veh´ıculo se encuentra
centrado repecto al eje de la v´ıa.
Ancho de v´ıa: que puede ser definido como la distancia entre las caras inter-
nas del carril o entre el centro de las cabezas de carril.
Longitud de eje: longitud del eje al que se unen so´lidamente las ruedas.
Para los resultados que se muestran en este trabajo, se ha utilizado un radio
nominal de 460 mm, elegido este valor como una aproximacio´n del tren AVE
ICE3 de Renfe (modelo Velaro de la marca Siemens). En el caso del ancho de
v´ıa se ha tomado un valor de 1435 mm entre las caras internas de los carriles
(ancho UIC), el cua´l se utiliza en las l´ıneas de alta velocidad espan˜olas y
en un gran nu´mero de l´ıneas internacionales. El valor de la longitud del eje
del veh´ıculo se ha elegido de tal manera que la distancia entre los puntos de
contactos entre rueda y carril, cuando el eje esta´ centrado respecto al eje de
la v´ıa, es 1506 mm
Una vez definidos los para´metros que determinan la geometr´ıa del par
rueda-carril, es posible estudiar el movimiento del eje del veh´ıculo respecto
a la v´ıa. As´ı, so´lo considerando los movimientos en el plano normal al eje
de la v´ıa, tres son las coordenadas que describen el movimiento: el despla-
zamiento lateral ye, el desplazamiento vertical ze y el a´ngulo de balanceo θe
(Figura 3.3). Conociendo la geometr´ıa de todo el conjunto, sabiendo que el
contacto se produce en una u´nica zona en cada par rueda-carril (ver Figura
3.4), e imponiendo que las ruedas siempre esta´n en contacto con los carriles,
es posible describir el movimiento en ese plano respecto a un u´nico grado
de libertad (Quost, 2005). Se ha elegido como grado de libertad el desplaza-
miento lateral del eje ye. As´ı, mediante el programa SIDIVE, de la empresa
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Figura 3.3. Movimiento del eje del veh´ıculo relativo a la v´ıa contenido en el plano normal al eje de la v´ıa.
(a) Contacto en una u´nica zona. (b) Contacto en varios.
Figura 3.4. Situaciones de contacto entre rueda y carril en una u´nica zona o en varias simulta´neamente.
CAF (Gime´nez et al., 1993), se han calculado, para el par rueda-carril ele-
gido, los movimientos ze y θe. En las Figuras 3.5 y 3.6 se pueden ver los
movimientos de esas coordenadas en funcio´n de ye. Como puede apreciarse
en dichas figuras, cuando el eje se desplaza ma´s de 8 mm respecto al centro
de la v´ıa, el desplazamiento vertical y el balanceo aumentan fuertemente su
valor. Esto se debe a que bajo ese desplazamiento lateral una de las ruedas
toca con su pestan˜a el carril y comienza a remontarlo. As´ı, fuera de la banda
de rodadura estacionaria, que puede considerarse ±8 mm respecto al centro
de la v´ıa, el desplazamiento vertical y el balanceo del centro de gravedad del
eje son pequen˜os y lineales, pero fuera de esta situacio´n aumentan de forma
muy no lineal. Por tanto, segu´n el eje del veh´ıculo se desplaza lateralmente
respecto al eje de la v´ıa, el punto en el que se produce el contacto en cada
rueda cambia, al igual que el punto en el que se produce el contacto en la
cabeza de cada carril. As´ı, cambiara´n otras condiciones de contacto, como,
por ejemplo, la inclinacio´n del plano en el que se produce el contacto. En la
Figura 3.7 puede verse la variacio´n de los a´ngulos de los planos de contacto
respecto a la horizontal de la v´ıa γ. Al igual que ocurre con ze y θe, al salirse
el contacto de la banda de rodadura, los a´ngulos aumentan bruscamente.
Existe un pequen˜o escalo´n en el entorno de los ±9 mm de desplazamiento
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Figura 3.5. Movimiento vertical del centro de gravedad del eje ze en funcio´n de desplazamiento lateral ye.















Figura 3.6. Giro de balanceo del centro de gravedad del eje θe en funcio´n del desplazamiento lateral ye.
lateral. Este escalo´n se debe al contacto de la rueda en la zona de transicio´n
de la pestan˜a.
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Observacio´n 1 En la Figura 3.7, al igual que en otras posteriores, se repre-
sentan dos curvas que hacen referencia, respectivamente, a las ruedas “A” y
“B”. Dichas ruedas quedan identificadas en la Figura 3.3.















Figura 3.7. Variacio´n del a´ngulo que forma cada plano de contacto con la horizontal definida por la v´ıa
para cada par rueda-carril en relacio´n al desplazamiento lateral del eje.
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3.2.3. Radios de curvatura de rueda y carril
Como se vera´ con detalle en la Seccio´n 3.3, es necesario conocer las curva-
turas principales de los dos cuerpos (B1 y B2) que intervienen en el contacto
para la determinacio´n de las dimensiones de la zona de contacto, as´ı como
para la distribucio´n de presiones normales. Estas curvaturas principales se
definen segu´n dos direcciones ortogonales del plano de contacto (Figura 3.8),
que para el caso del contacto entre la rueda y el carril son la direccio´n longi-
tudinal de la v´ıa (eje xc) y la normal a ella contenida en el plano de contacto
(eje yc) (Figura 3.9). En la circulacio´n del veh´ıculo sobre una v´ıa recta, el eje
xc permanecera´ constante, no siendo as´ı para el eje yc, que dependera´ de la
inclinacio´n del plano en que esta´ contenida la huella de contacto. La variacio´n
del plano de contacto esta´ motivada por la forma de los perfiles de la rueda
y el carril, que se estudio´ en la Seccio´n 3.2.
Figura 3.8. Definicio´n de los cuerpos y direcciones de contacto, as´ı como las curvaturas de sendos cuerpos
en el punto de contacto.
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Figura 3.9. Par rueda-carril en el que se definen los ejes de contacto, as´ı como las los radios de curvatura
segu´n las direcciones principales.
Con la condicio´n que se impondra´ en la Seccio´n 3.3 de que los cuerpos,
antes de deformarse, se pueden representar por funciones cuadra´ticas cerca
de la zona de contacto, se representan matema´ticamente las superficies de
ambos cuerpos como:

























donde Ri,jc es el radio de curvatura del cuerpo i segu´n la direccio´n jc, para
i = 1, 2 y jc = xc, yc. A partir de la Ecuacio´n 3.1 se deduce que la distancia
entre los cuerpos, antes de deformarse, es:
z = Ax2c +B y
2
c , (3.3)
donde A y B son:
A = A1 + A2, (3.4a)
B = B1 +B2. (3.4b)
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Curvaturas de la rueda
En el caso de la rueda (cuerpo B1), sus curvaturas, que se esquematizan










esta´ relacionada con el radio de rodadura de las ruedas
Figura 3.10. Curvaturas del perfil de rueda S1002 segu´n las direcciones principales del contacto.
segu´n:






siendo r, el radio de rodadura de la rueda cuando su eje esta´ desplazado
un determinado valor ye respecto al centro de la v´ıa, y γ, la inclinacio´n del
plano de contacto respecto al plano de la v´ıa (ver Figura 3.11). En la Figura
3.12 puede verse el radio de rodadura r; en la Figura 3.13, las curvaturas
d2z1
dx2c
para ambas ruedas, en funcio´n del desplazamiento lateral del eje ye; y
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Figura 3.11. Relacio´n entre el radio de curvatura rr,x de la rueda en el plano xc zc y el radio de rodadura r.




















Figura 3.12. Variacio´n del radio de rodadura de cada rueda r en relacio´n al desplazamiento lateral del eje.
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Figura 3.13. Variacio´n de la curvatura de cada rueda
d2z1
dx2c
en relacio´n al desplazamiento lateral del eje.



















Figura 3.14. Variacio´n de la curvatura de cada rueda
d2z1
dy2c
en relacio´n al desplazamiento lateral del eje.
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Curvaturas del carril







siendo la primera de estas curvaturas, supuesto el carril recto, nula. La segun-
da curvatura se representa en la Figura 3.15 en funcio´n del desplazamiento
lateral del eje.





















Figura 3.15. Variacio´n de la curvatura del carril
d2z2
dy2c
en el plano normal al eje de la v´ıa en relacio´n al
desplazamiento lateral del eje.
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3.3. Problema normal
El objeto del problema normal consiste en determinar la superficie de con-
tacto y la distribucio´n de presiones normales que aparecen entre dos cuerpos
cuando estos son presionados entre s´ı. Las variables principales, para deter-
minar la forma y dimensiones de la superficie, son las curvaturas de ambos
cuerpos, en la zona en la que se produce el contacto, y la fuerza normal N ,
con la que se presionan entre s´ı.
En el estudio del problema de contacto normal se emplea el modelo de
Hertz (Hertz, 1882). Para aplicar este modelo, se considera que la solucio´n
del problema de contacto normal se puede resolver como si fuera esta´tica a
nivel local. Adema´s, es necesario que se cumplan las siguientes hipo´tesis:
Las superficies de contacto son no conformes, es decir, las dimensiones
del a´rea de contacto son pequen˜as en relacio´n a los radios de curvatura
de ambos cuerpos, y estos son constantes en la zona de contacto.
Las deformaciones que se producen como consecuencia del contacto
normal son ela´sticas.
Bajo esta hipo´tesis y la anterior (lo que en definitiva supone que los
cuerpos en contacto se pueden asemejar a semiespacios planos ela´sti-
cos), es posible aplicar las ecuaciones de Boussinesq, que relacionan
presiones y desplazamientos.
El contacto debe ser sin friccio´n, o, lo que es equivalente, los problemas
normal y tangencial deben estar desacoplados, para que u´nicamente
se transmitan esfuerzos normales. El hecho de que los problemas nor-
mal y tangencial este´n desacoplados implica la existencia de simetr´ıas
material (ambos materiales tienen las mismas propiedades meca´nicas)
y geome´trica respecto al plano de contacto, es decir, los cuerpos son
cuasiide´nticos.
Los cuerpos son perfectamente lisos (sin rugosidades).
La distancia entre ambos cuerpos antes de deformarse, en las cercan´ıas
de la zona de contacto, se puede representar por una funcio´n cuadra´tica
de dos variables (correspondiente a un sistema de referencia xc, yc y zc,
asociado al plano de contacto).
Bajo estas hipo´tesis, la superficie de contacto es una elipse contenida en un
plano (ver Figura 3.16) y las presiones normales tienen una distribucio´n elip-
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soidal. Este modelo constitutivo es usado en un gran nu´mero de programas de
Figura 3.16. Cuando los cuerpos se presionan entre s´ı segu´n la direccio´n zc, la huella de contacto es una
elipse, por lo que esta´ contenida en un plano.
simulacio´n de veh´ıculos ferroviarios en los que se realiza un modelo detallado
del contacto, debido a su bajo coste computacional junto con una adecuada
precisio´n.
En las u´ltimas de´cadas se han comenzado a emplear, para ciertos casos,
modelos distintos que tienen en cuenta situaciones como son el contacto en
mu´ltiples zonas entre una rueda y un carril, la presencia de rugosidades y los
efectos de plasticidad que se producen en la rodadura.
La determinacio´n de los semiejes a y b de la elipse se resume a continuacio´n
(ver, por ejemplo, el trabajo de Iwnicki (2006)).
Sin perder generalidad, se define la relacio´n g = a1/a2, siendo a1 el menor




1− k2, k ≥ 0. (3.8)





siendo A y B los ya definidos en la Ecuacio´n 3.4. Hertz relaciona θ y k a
partir de:
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sen2 ψ cos2 ψ√











1− k2 sen2 ψ dψ. (3.11c)
Estas integrales no tienen solucio´n anal´ıtica, por lo que se determinara´n
nume´ricamente, quedando en funcio´n de k (Kalker, 1990). Por u´ltimo, co-
nociendo g, las curvaturas de ambos cuerpos y sus propiedades meca´nicas y









En resumen, para determinar a y b es necesario realizar los siguientes
pasos:
1. Conocidas las curvaturas de los cuerpos, se determina A y B mediante
las Ecuaciones 3.4, 3.5 y 3.7.
2. Introduciendo A y B en la Ecuacio´n 3.9, se determina cos θ.
3. Conociendo cos θ y haciendo uso de las Ecuaciones 3.10 y 3.11, se ob-
tiene una ecuacio´n cuya u´nica inco´gnita es k. De ella se extrae k.
4. Introduciendo k en la Ecuacio´n 3.8 se obtiene g.
5. Haciendo uso de g, k, A, B y conociendo la fuerza normal aplicada N
y las propiedades meca´nicas de los dos cuerpos, mediante la Ecuacio´n
3.12, se obtiene el valor de a1, y con e´l y g, el de a2.
6. Por u´ltimo, so´lo queda deducir si a1 corresponde a a o a b. Para ello se
comparan los valores A y B. Si A > B, la curvatura en la direccio´n xc es
mayor que en la direccio´n yc, por tanto, el semieje b (que corresponde
a la direccio´n yc) sera´ mayor que el a, y viceversa. El semieje mayor
corresponde a a2.
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En la pra´ctica, para determinar el taman˜o de los semiejes de la elipse
se utilizan tablas precalculadas (Iwnicki, 2006), donde, a partir del valor de























Por tanto, haciendo uso de la Ecuacio´n 3.13 se pueden determinar a y b
mediante el siguiente procedimiento:
1. A partir de las curvaturas de la rueda y el carril, conocidas en funcio´n
del desplazamiento lateral del eje (Figuras 3.13 y 3.14) se determinan
A y B mediante las Ecuaciones 3.4, 3.5 y 3.7.
2. Con A y B se calcula cos θ, segu´n la Ecuacio´n 3.9.
3. Mediante cos θ se obtienen los coeficientes m y n en un a´baco (Iwnicki,
2006). En las Figuras 3.17 y 3.18 se pueden ver los valores de m y n, de
cada una de las ruedas, en funcio´n del desplazamiento lateral del eje.
4. Con los valores de m y n, se calculan a y b mediante la Ecuacio´n 3.13.
Por u´ltimo, una vez determinados a y b, la distribucio´n elipsoidal de
presiones normales en la huella se expresa como:
σzc(xc, yc) =
3N
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Figura 3.17. Variacio´n del para´metro m en relacio´n al desplazamiento lateral del eje para cada una de las
ruedas.










Figura 3.18. Variacio´n del para´metro n en relacio´n al desplazamiento lateral del eje para cada una de las
ruedas.
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3.4. Problema tangencial
El objeto del problema tangencial es, a partir de la geometr´ıa del contacto
y de la distribucio´n de presiones normales en e´l, calcular las fuerzas tangen-
ciales que aparecen como consecuencia de los desplazamientos y velocidades
relativos de los cuerpos que intervienen.
En la Seccio´n 3.3 se comento´ que el problema normal de contacto y el
problema tangencial quedan desacoplados, por lo que se puede resolver ini-
cialmente el problema normal, y, con los resultados obtenidos, resolver pos-
teriormente el tangencial. Como se comento´ en el Cap´ıtulo 2, existen varios
modelos que pueden ser usados para calcular el contacto tangencial. De entre
los posibles, se utiliza el algoritmo FastSim (Kalker, 1982), de uso muy comu´n
entre los programas de dina´mica de veh´ıculos ferroviarios. Este modelo se en-
globa dentro del conjunto de modelos de contacto no-lineal: consideran que
dentro del a´rea de contacto pueden coexistir zonas en las que se produce el
deslizamiento entre los cuerpos en contacto, y zonas en las que no (esta´n en
adhesio´n).
A continuacio´n se deducen las relaciones de desplazamientos existentes a
nivel de la huella de contacto (Seccio´n 3.4.1), ma´s tarde se pasa a describir
FastSim (Seccio´n 3.4.2), y, por u´ltimo, se incluyen algunos resultados de
comprobacio´n obtenidos con el algoritmo implementado (Seccio´n 3.4.3).
3.4.1. Deslizamientos relativos
Para relacionar los deslizamientos que se producen a nivel de la huella
de contacto se va a suponer que la elipse de contacto no es fija, sino que
se desplaza con el veh´ıculo, recorriendo la v´ıa en l´ınea recta. Suponiendo
adema´s que los desplazamientos laterales que sufre la huella de contacto son
despreciables, se pueden relacionar las coordenadas en los ejes locales de la
elipse xc y yc, con las coordenadas en unos ejes fijos x e y (ver Figura 3.19).
Los deslizamientos relativos de un punto de la huella se escriben como:








donde Vic(xc, yc, t) son las diferencias de velocidades entre la rueda y el carril
en un punto cualquiera de la elipse de contacto; δVic las diferencias de velo-
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cidades en el centro de la huella considerando a ambos so´lidos como r´ıgidos;
Wzc es la diferencia de velocidad angular de rotacio´n de ambos cuerpos segu´n
el eje zc; y uic(xc, yc, t), las diferencias de desplazamientos debidos a las de-
formaciones de ambos cuerpos en un determinado punto de la huella; siendo
ic = xc, yc. En la Figura 3.20 se puede observar una explicacio´n gra´fica sobre
Figura 3.19. Ejes y velocidades locales de la elipse de contacto.
las diferencias de velocidades y velocidades angulares de los cuerpos debido




Figura 3.20. Diferencias de velocidades y velocidades angulares entre rueda y carril en el centro de la
huella, debidas a sus movimientos de so´lidos r´ıdidos. V S.R.i es la velocidad y ϕ
S.R.
i es la velocidad
angular segu´n el eje zc, debidas al movimiento como so´lido r´ıgido del cuerpo i.
























se tiene en cuenta que el
sistema local es paralelo a un sistema fijo y que se mueve respecto a e´l
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con una velocidad constante V , que es la velocidad del veh´ıculo. Debido a
ello, las coordenadas longitudinales de ambos sistemas esta´n relacionadas por
x = xc + V t. Por tanto:
∂xc
∂t




Para esta aplicacio´n es va´lido suponer que el sistema esta´ en re´gimen esta-




Por tanto, las expresiones de Vic y uic , se reescriben en funcio´n de sus depen-
dencias como Vic(xc, yc) y uic(xc, yc). Entonces, la Ecuacio´n 3.16 queda:
duic(xc, yc)
dt
= −V ∂uic(xc, yc)
∂xc
(3.19)
Con esto, la Ecuacio´n 3.15 se reescribe como:








Dividiendo esta expresio´n por V , se tiene:




















el pseudodeslizamiento lateral, y





La Ecuacio´n 3.21 se puede expresar de forma vectorial como:






















La Ecuacio´n 3.22 se usara´ posteriormente para obtener la distribucio´n de
tensiones tangenciales en la elipse de contacto.
3.4.2. FastSim
La caracter´ıstica fundamental de FastSim es que utiliza la Teor´ıa Simpli-
ficada de la Elasticidad para relacionar desplazamientos y tensiones tangen-
ciales, en vez de utilizar la Teor´ıa Completa de la Elasticidad. As´ı, la Teor´ıa
Simplificada de la Elasticidad (ecuaciones de Boussinesq-Cerruti para semi-
planos infinitos ela´sticos) supone una relacio´n lineal entre desplazamientos y
tensiones tangenciales:
u(xc, yc) = L τ(xc, yc), (3.24)
siendo τ(xc, yc) el vector de tensiones tangenciales en las dos direcciones ante-
riores en un punto de la elipse de contacto; y L, el para´metro de flexibilidad.
Introduciendo esta relacio´n en la Ecuacio´n 3.22, se obtiene:
S(xc, yc) = w(xc, yc)− L ∂τ(xc, yc)
∂xc
, (3.25)






[w(xc, yc)− S(xc, yc)] . (3.26)
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τ(xc, yc), adema´s de verificar la ecuacio´n anterior, debe cumplir una de-
terminada ley de friccio´n. La Ley de Coulomb, que es la utilizada, define
una tensio´n de friccio´n ma´xima en funcio´n de si hay deslizamiento relativo
(S(xc, yc) 6= 0), o no (S(xc, yc) = 0), entre los cuerpos. El coeficiente de fric-
cio´n de la superficie se va a suponer homoge´neo, iso´tropo e independiente
del deslizamiento, por lo que µ(xc, yc) = µ. As´ı, matema´ticamente se define
la tensio´n de friccio´n, segu´n la Ley de Coulomb, como:
|τ(xc, yc)| < µσzc(xc, yc) si S(xc, yc) = 0
τ(xc, yc) = −µ S(xc, yc)|S(xc, yc)| σzc(xc, yc) si S(xc, yc) 6= 0
 , (3.27)
donde σzc(xc, yc) es la presio´n normal en un punto de la elipse definida segu´n
la Ecuacio´n 3.14. Por tanto, la tensio´n tangencial tiene como valor ma´ximo
el dado por la Ley de Coulomb, situacio´n que ocurre cuando existe desli-
zamiento, y su direccio´n sera´ la del deslizamiento S(xc, yc), y con sentido
contrario.
FastSim, tal como se define en (Kalker, 1982), se resuelve integrando la
Ecuacio´n 3.26 mediante el me´todo de Euler Expl´ıcito, por lo que su solucio´n
sera´:
τ(xc + ∆xc, yc) = τ(xc, yc) +
∆xc
L
(w(xc, yc)− S(xc, yc)) (3.28)
El me´todo supone, a priori, que el deslizamiento S(xc, yc) es nulo, por lo que
la ecuacio´n anterior queda:




donde τˆ(xc + ∆xc, yc) es la tensio´n en el punto (xc + ∆xc, yc), suponiendo que
no hay deslizamiento en ese punto. Si este valor supera la tensio´n tangencial
ma´xima en ese punto calculada segu´n la Ley de Coulomb, la suposicio´n de
no deslizamiento no es correcta. En tal caso, se ha de modificar el valor de la
tensio´n tangencial para que no supere ese valor ma´ximo. Todo ello se expresa
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de forma matema´tica como:
τ(xc + ∆xc, yc) = τˆ(xc + ∆xc, yc)
si |τˆ(xc + ∆xc, yc)| < µσzc(xc + ∆xc, yc)
τ(xc + ∆xc, yc) = µσzc(xc + ∆xc, yc)
τˆ(xc + ∆xc, yc)
|τˆ(xc + ∆xc, yc)|
si |τˆ(xc + ∆xc, yc)| ≥ µσzc(xc + ∆xc, yc)

, (3.30)
Por tanto, si no existe deslizamiento, la tensio´n hipote´tica calculada se da
por va´lida, en caso contrario, el valor ma´ximo de la tensio´n tangencial sera´ el
definido por la Ley de Coulomb, y la direccio´n sera´ la de la tensio´n hipote´tica.
Partiendo de la Ecuacio´n 3.29, y haciendo uso de la Ecuacio´n 3.30, es
posible obtener la distribucio´n de tensiones tangenciales τ(xc, yc) en toda la
elipse de contacto. Para cubrir de una forma discreta la totalidad de la elipse,
es necesario discretizar, adema´s de en la direccio´n xc, en la direccio´n yc. Para
llevar a cabo la discretizacio´n se toma un nu´mero de divisiones segu´n la
direccio´n xc (pxc), y otro segu´n la yc (pyc). Valores razonables son pxc = 20 y
pyc = 20, que es lo adoptado para este trabajo
2. Una vez elegido el nu´mero
de franjas pyc , el valor del ancho de cada una en esa direccio´n es ∆yc =
2 b/pyc . Cada franja de ancho ∆yc tiene una longitud variable, por lo que los
incrementos ∆xc sera´n distintos para cada franja y dependera´n del valor yc de
los puntos medios de cada recta´ngulo, siendo ∆xc(yc) = −2 a
√
1− (yc/b)2/pxc
(posteriormente se explica el porque´ del signo menos). Ver Figura 3.21.
Figura 3.21. Elipse de contacto discretizada. En el centro de cada recta´ngulo de la discretizacio´n se
obtendra´n los valores de las tensiones tangenciales segu´n las dos direcciones locales, mediante FastSim,
lo que permitira´ conocer una distribucio´n de tensiones en toda la huella.
Suponiendo conocida la tensio´n τ(xc, yc), mediante la Ecuacio´n 3.29 es
posible determinar el valor de la tensio´n τ(xc+∆xc, yc) (Figura 3.22). Inicial-
2La eleccio´n pxc y pyc debe ser un compromiso entre la precisio´n y la eficiencia del
ca´lculo.
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mente se conoce que las tensiones en el borde anterior de la huella son nulas
(τ(xc, yc), por lo que se comenzara´ la integracio´n en ese borde (xc > 0), y se
calculara´ la tensio´n en el siguiente punto (τ(xc + ∆xc/2, yc) dando un incre-
mento ∆xc/2, como se puede ver en la Figura 3.22. A partir de ese punto,
aplicando de nuevo la Ecuacio´n 3.29, pero esta vez para un incremento ∆xc,
se calcula la tensio´n en el siguiente punto. Y as´ı, sucesivamente, hasta llegar
al final de la franja. Una vez concluida la franja, se pasa a la siguiente, de
ordenada yc + ∆yc, en relacio´n a la anterior. Como se puede apreciar en la
Figura 3.22, los incrementos ∆xc utilizados son negativos, ya que se parte
del borde anterior de huella (segu´n la direccio´n de avance del veh´ıculo), y se
recorre la franja hacia el borde posterior.
Figura 3.22. Proceso de integracio´n en una franja con yc = cte en la elipse de contacto.
Por u´ltimo, queda determinar el para´metro de flexibilidad L, que inter-
viene en la Ecuacio´n 3.29. Para determinarlo se van a ajustar los resultados
obtenidos para pequen˜os pseudodelizamientos con FastSim con los que se
obtienen aplicando la Teor´ıa Asinto´tica de Kalker (Kalker, 1982) (supuestos
aceptables para valores bajos de los pseudodeslizamientos). Es necesario ma´s
de un para´metro flexibilidad para poder hacer dicho ajuste, por lo que las
componentes de la Ecuacio´n 3.26, teniendo en cuenta que el deslizamiento es


















con lo que la Ecuacio´n 3.29 se transforma en:
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Mediante los resultados obtenidos con la Teor´ıa Asinto´tica de Kalker se ajus-

















G es el Mo´dulo de Elasticidad Transversal, que para un material ela´stico,
iso´tropo y lineal se define como:
G =
E
2 (1 + ν)
; (3.34)
y c11, c22 y c23 son coeficientes adimensionales que dependen de la relacio´n
a/b y de ν, por lo que variara´n cuando var´ıen las dimensiones de la elipse de
contacto (Kalker, 1990).
As´ı, con estos para´metros de flexibilidad es posible obtener una distribu-
cio´n de tensiones τ (tensiones tangenciales en las direcciones xc y yc) para un
conjunto de puntos que tienen asociada un determinado a´rea, por lo que se






τ(xci,j , ycj) ∆xcj ∆yc (3.35)
Observacio´n 2 El signo − de la expresio´n anterior se debe al valor negativo
de ∆xcj .
3.4.3. Resultados
Para verificar la correcta implementacio´n del algoritmo FastSim se han
calculado cinco casos de utilizacio´n (para distintos valores de ξ, η y φ, y de
a y b) recogidos en (Kalker, 1990). En dichos casos se relacionan en los ejes
de ordenadas valores de resultantes de fuerzas tangenciales normalizadas res-
pecto al valor de la fuerza normal multiplicado por el coeficiente de friccio´n,
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frente a pseudodeslizamientos adimensionalizados para los ejes de abcisas.
Los pseudodeslizamientos adimensionalizados que se utilizara´n son:
ξ′ = − a bG
3µN
c11 ξ, (3.36a)
η′ = − a bG
3µN
c22 η, (3.36b)





En dichos casos se comparan los resultados obtenidos con el algoritmo Fast-
Sim implementado para este trabajo frente a los obtenidos por el Me´todo
Variacional de Kalker, denominado CONTACT, (Kalker, 1979), el cual se su-
pone ma´s preciso, y frente a los obtenidos con FastSim en la implementacio´n
recogida en (Kalker, 1990). En las Figuras 3.23 a 3.27, se puede ver que los
resultados obtenidos tienen una buena precisio´n respecto a los obtenidos con
FastSim y el Me´todo Variacional en la implementacio´n de Kalker. Por tanto,
se verifica la validez de la implementacio´n de FastSim realizada para este
trabajo.
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(a) Resultado obtenido con el algoritmo implementado.
(b) Resultado extra´ıdo de Kalker (1990).
Figura 3.23. Comparacio´n de la variacio´n de la fuerza adimensionalizada |F|/(µN) respecto a
√
ξ′2 + η′2,
obtenida con el algoritmo FastSim implementado, frente a las obtenidas con el Me´todo Variacional y
FastSim, recogidas en Kalker (1990).
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(a) Resultado obtenido con el algoritmo implementado.
(b) Resultado extra´ıdo de Kalker (1990).
Figura 3.24. Comparacio´n de las variaciones de la fuerza adimensionalizada Fyc/(µN) respecto a φ
′, con
ξ′ = η′ = 0 y para distintas relaciones de a/b, obtenidas con el algoritmo FastSim implementado, frente a
las obtenidas con el Me´todo Variacional y FastSim, recogidas en Kalker (1990).
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(a) Resultado obtenido con el algoritmo implementado.
(b) Resultado extra´ıdo de Kalker (1990).
Figura 3.25. Comparacio´n de la variaciones de las fuerzas adimensionalizadas Fxc/(µN) y Fyc/(µN)
respecto a ξ′, siendo ξ′ = η′ y φ′ = 0, obtenidas con el algoritmo FastSim implementado, frente a las
obtenidas con el Me´todo Variacional y FastSim, recogidas en Kalker (1990).
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(a) Resultado obtenido con el algoritmo implementado.
(b) Resultado extra´ıdo de Kalker (1990).
Figura 3.26. Comparacio´n de la variaciones de las fuerzas adimensionalizadas Fxc/(µN) y Fyc/(µN)
respecto a ξ′, siendo ξ′ = φ′ y η′ = 0, obtenidas con el algoritmo FastSim implementado, frente a las
obtenidas con el Me´todo Variacional y FastSim, recogidas en Kalker (1990).
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(a) Resultado obtenido con el algoritmo implementado.
(b) Resultado extra´ıdo de Kalker (1990).
Figura 3.27. Comparacio´n de la variacio´n de la fuerza adimensionalizada Fyc/(µN) respecto a φ
′, siendo
φ′ = −η′ y ξ′ = 0, obtenida con el algoritmo FastSim implementado, frente a las obtenidas con el
Me´todo Variacional y FastSim, recogidas en Kalker (1990).
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Por u´ltimo, en la Figura 3.28 se pueden ver distintos casos de aplicacio´n
de FastSim, para diferentes valores de ξ, η y φ, donde se representan los
contornos de tensiones tangenciales |τ | en la huella, as´ı como las direcciones de
esas tensiones tangenciales en cada punto de integracio´n. Adema´s, si la flecha
en un punto es de color azul, quiere decir que ese punto esta´ en adhesio´n, si
es roja, en deslizamiento. Como se puede apreciar en las figuras, diferentes
combinaciones de pseudodeslizamientos dan lugar a que aparezcan zonas de
deslizamientos muy distintas dentro de la huella de contacto. Los resultados
se han obtenido para una carga normal en una de las ruedas de N = 100 kN,
un coeficiente de friccio´n µ = 0,3, un mo´dulo de elasticidad del acero de la
rueda y el carril E = 210 GPa, coeficiente de Poisson ν = 0,27, una malla
de integracio´n en la huella de pxc = pyc = 20 y distintos valores para los
pseudodeslizamientos ξ, η y φ.
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(a) ξ = −2,0 · 10−3, η = φ = 0. (b) η = 1,0 · 10−3, ξ = φ = 0.
(c) ξ = −2,0 · 10−3, η = 1,0 · 10−3, φ = 0. (d) φ = 1,0, ξ = η = 0.
(e) ξ = −2,0 · 10−3, φ = 1,0, η = 0. (f) η = 1,0 · 10−3, φ = 1,0, ξ = 0.
(g) ξ = −2,0 · 10−3, η = 1,0 · 10−3, φ = 1,0. (h) ξ = 2,0 · 10−3, η = −1,0 · 10−3, φ = 1,0.
Figura 3.28. Resultados obtenidos con FastSim para distintos valores de los pseudodeslizamientos. Para
cada caso se muestran los contornos de tensiones tangenciales |τ |, las direcciones y sentidos de e´stas, y
las zonas de deslizamiento y adherencia: las flechas azules indican que ese punto de integracio´n esta´ en
adherencia, y las rojas, que esta´ en deslizamiento.








En este Cap´ıtulo se exponen las caracter´ısticas principales de los modelos
desarrollados en este trabajo para el estudio de la interaccio´n entre veh´ıcu-
los ferroviarios de Alta Velocidad y viaductos. Inicialmente se expone co´mo
se han modelizado, mediante el programa de elementos finitos Abaqus, la
estructura (Seccio´n 4.2) y el veh´ıculo (Seccio´n 4.3), prestando una especial
atencio´n a los detalles ma´s significativos relacionados con la interaccio´n entre
ambos sistemas. Posteriormente, en la Seccio´n 4.4, se realiza un estudio de la
generacio´n de los defectos geome´tricos que aparecen en la v´ıa. Estas irregu-
laridades son de vital importancia en la aparicio´n de efectos dina´micos tanto
en el tren como en el puente. En la Seccio´n 4.5 se hace un estudio detallado
de co´mo se realiza la interaccio´n entre el veh´ıculo y la estructura, detallando
la implementacio´n de un elemento finito cuya formulacio´n se ha desarrollado
para este trabajo. Por u´ltimo, en la Seccio´n 4.6 se realiza un breve repaso de
los me´todos que Abaqus emplea para la resolucio´n nume´rica del problema.
4.2. Estructura
Las estructuras que se estudian en este trabajo son viaductos destina-
dos al tra´fico de veh´ıculos ferroviarios de Alta Velocidad. Para estos puentes
varias son las tipolog´ıas posibles: puentes isosta´ticos, continuos, arco, etc.
Una forma eficiente y de propo´sito general para modelizar estas estructuras
es mediante el Me´todo de los Elementos Finitos. Como ya se comento´ en la
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Seccio´n 2.3.1, se pueden utilizar distintos tipos de elementos para representar
el comportamiento de los viaductos. Los elementos y tipo de material utili-
zados para ellos se discuten en la Seccio´n 4.2.1. En la Seccio´n 4.2.2 se detalla
la forma en que dichos elementos se conectan para constituir las estructuras
completas.
4.2.1. Tipos de elementos y material utilizado
Como ya se ha comentado, varios son los tipos de elementos que se pueden
utilizar para modelizar puentes. Segu´n sea la tipolog´ıa y las caracter´ısticas
concretas de cada uno, as´ı como el tipo de ana´lisis deseado, sera´n ma´s apro-
piados unos tipos u otros, o combinacio´n de varios. Entre ellos, los elementos
de tipo viga presentan una solucio´n muy precisa y eficiente respecto a otros
tipos de elementos como so´lidos o la´minas. Los elementos tipo viga imponen
una serie de restricciones a la definicio´n teo´rica tridimensional del so´lido:
Las secciones planas, normales a la directriz de la pieza prisma´tica, no
se deforman y siguen siendo planas despue´s de que la viga se deforme.
En este trabajo no se consideran efectos de alabeo, pero determinadas
formulaciones de elementos viga los tienen en cuenta.
Se consideran flexiones de la viga segu´n las dos direcciones de su sec-
cio´n transversal y deformaciones por torsio´n. Existen elementos que
consideran, adema´s, la deformacio´n por cortante de la seccio´n.
Estos elementos tienen incluidos en su formulacio´n las correcciones
apropiadas para evitar los efectos de bloqueo que aparecen como con-
secuencia de la deformacio´n por cortante.
Para los viaductos continuos t´ıpicos de las l´ıneas de alta velocidad, as´ı co-
mo para otras tipolog´ıas de puentes, los elementos tipo viga son una buena
solucio´n. As´ı, se modelizan el tablero del puente y las pilas con elementos de
un determinado taman˜o, de tal forma que mediante un nu´mero razonable de
elementos se puede representar con suficiente precisio´n el comportamiento
de la estructura (Figura 4.1). Por tanto, cada elemento tiene asociadas unas
propiedades meca´nicas de la seccio´n que representa.
Para este trabajo se han utilizado elementos de tipo viga de dos nodos
para ana´lisis tridimensional (como el que se esquematiza en la Figura 4.2). En
estos elementos, cada nodo posee seis grados de libertad: tres desplazamientos
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Figura 4.2. Esquema de elemento viga tridimensional de dos nodos en el que se indican los ejes locales de
una seccio´n.
y tres giros. Dentro de los elementos de tipo viga dos son los tipos funda-
mentales que se pueden utilizar: elementos con funciones de forma lineales o
cu´bicas. Los elementos que utilizan funciones de interpolacio´n lineales, tam-
bie´n son conocidos como de tipo viga de Timoshenko. Este tipo de elementos
considera dos mecanismos de deformacio´n de la seccio´n de una viga segu´n el
plano normal a la directriz de la viga en esa seccio´n: deformacio´n por flexio´n
y deformacio´n por cortante. Por otro lado, los elementos de interpolacio´n
cu´bica, o elementos viga de Euler-Bernoulli, so´lo consideran deformaciones
debidas a la flexio´n.
En la Figura 4.3 se puede ver un esquema de la deformacio´n de la seccio´n
perpendicular a la directriz de una viga. Como puede apreciarse, para el caso
de la viga de Euler-Bernoulli, el giro θ que se produce en la seccio´n es igual a
la derivada del desplazamiento vertical de la viga w respecto a la coordenada
longitudinal x de la directriz: la deformacio´n so´lo es debida a la flexio´n. Para
la viga de Timoshenko no sucede lo mismo, ya que el giro de la seccio´n no so´lo
se debe a los efectos de flexio´n, sino tambie´n a la deformacio´n por cortante.
Una caracter´ıstica interesante de los elementos de Euler-Bernoulli es que
no presentan efectos de bloqueo debidos a la deformacio´n por cortante, cosa
que si sucede en los elementos viga de Timoshenko. Para evitar este feno´meno
de bloqueo, en los elementos de interpolacio´n lineal, se emplean te´cnicas de




















(b) Viga de Timoshenko.
Figura 4.3. Deformacio´n de la seccio´n para los modelos de Euler-Bernoulli y Timoshenko.
elementos puede encontrarse en Bathe (1996).
La contribucio´n de la deformacio´n por contante de la seccio´n de las vigas
es, en general, pequen˜a, por lo que en este trabajo se utilizan elementos
de interpolacio´n cu´bica que el programa Abaqus tiene implementados, pero
podr´ıan utilizarse elementos con interpolacio´n lineal si se quisiera.
Para describir el comportamiento meca´nico de la seccio´n es necesario
definir por un lado el tipo de material utilizado y sus propiedades meca´nicas
(que se presentan ma´s adelante), y, por otro, las propiedades meca´nicas de
la seccio´n. Las propiedades de la seccio´n, que sera´n constantes a lo largo de
cada elemento, son: el a´rea de la seccio´n; los momentos de inercia a flexio´n
respecto a dos ejes locales contenidos en la seccio´n (ejes y y z de la Figura
4.2); y el momento de inercia a torsio´n, respecto a la direccio´n que define la
directriz de la viga en cada punto 1 (eje x).
Por otra parte, es necesario definir un tipo de material a utilizar para
cada elemento, as´ı como las propiedades de e´ste. Para los casos estudiados,
siendo puentes de hormigo´n y acero, no se espera que la cirulacio´n de trenes
vaya a comprometer la integridad de la estructura y puedan aparecer fisuras
o plastificacio´n en ningu´n punto. Por tanto, se utiliza un tipo de material
ela´stico lineal para pequen˜as deformaciones2. Por tanto, para definir el mo-
1Abaqus pose´e formulaciones de vigas que reproducen el comportamiento de secciones
de vigas de tipo abierto, en las que puede aparecer efectos de alabeo en la seccio´n. En
estos casos es necesaria la definicio´n de algunos para´metros adicionales.
2En pa´ıses de gran sismicidad, como Japo´n, es necesario considerar situaciones de
ca´lculo en las que el tren puede descarrilar cuando cruza un puente durante un terremoto
4. Modelos para la interaccio´n veh´ıculo-estructura 73
delo de material so´lo se precisa conocer el mo´dulo de elasticidad de Young,
el coeficiente de Poisson y la densidad del material.
La masa total de un elemento por unidad de longitud sera´ el producto
de la densidad del material por el a´rea de la seccio´n. Este valor no tiene
en cuenta otras masas no estructurales como pueden ser la del balasto, las
traviesas, las impostas y otros elementos. Para tener dicha masa en cuenta
se an˜ade al material un masa no estructural por unidad de longitud que
tendra´ efecto en el ca´lculo dina´mico de la estructura.
4.2.2. Ensamblaje de estructuras
Mediante los elementos de tipo viga definidos anteriormente se van a
constituir los viaductos cuyo comportamiento se quiere estudiar. En estas
estructuras existen dos tipos de elementos que se puede considerar de forma
independiente: el tablero y las pilas (como puede apreciarse en la Figura 4.1).
Cada uno de ellos esta´n formados por una serie de elementos de tipo viga
que tienen sus caracter´ısticas meca´nicas correspondientes. Para ensamblar
correctamente la estructura completa es necesario relacionar el tablero con las
pilas, para que se produzca la transmisio´n de cargas. Adema´s, se incluyen en
el tablero unas superficies de contacto cuyo objeto es el transmitir las cargas
y relacionar los desplazamientos entre el tablero del puente y los veh´ıculos.
Ambas cuestiones se discuten a continuacio´n.
Condiciones de contorno y unio´n tablero-pilas
Para conseguir la transmisio´n de cargas entre el tablero y las pilas es
necesario relacionar los elementos que componen cada uno (l´ınea punteada
de color verde la Figura 4.1). El comportamiento de la conexio´n depende del
tipo de apoyos utilizados entre tablero y pilas. As´ı, por ejemplo, se puede
permitir el desplazamiento longitudinal relativo entre ambos elementos, o
no; es posible permitir los giros de flexio´n relativos segu´n una direccio´n y
restringirlos segu´n la otra; bloquear los giros de torsio´n del tablero; etc. Los
diferentes tipos de conexiones se introducen en la estructura a trave´s de
relaciones algebraicas entre grados de libertad de los nodos del tablero y las
(una metodolog´ıa para estos casos se propone en Tanabe et al. (2003)). En estos caso, es
necesario tener en cuenta la no linealidad en el comportamiento de los materiales. Mediante
los modelos utilizados en este trabajo es posible introducir materiales que sean capaces de
reproducir de forma teo´rica comportamientos no lineales de plasticidad y fisuracio´n.
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pilas implicados en un apoyo. Estas relaciones conducen a la eliminacio´n de
grados de libertad de los nodos en las conexiones, por lo que el cumplimiento
de las condiciones de apoyo se produce de forma exacta.
De igual forma, en los apoyos del puente en los estribos y en las cimenta-
ciones de las pilas se imponen condiciones de contorno que eliminan grados
de libertad de los nodos en esos puntos, segu´n sean las condiciones de apoyo.
Superficies de transmisio´n de cargas
Con objeto de transmitir las cargas del tra´fico ferroviario y relacionar los
desplazamientos entre los elementos de tipo viga del puente y los veh´ıculos, se
propone en este trabajo establecer unas superficies de contacto que se mueven
solidariamente con el tablero. Los modelos de las estructuras, incluyendo los
elementos tipo viga y las superficies, son como el mostrado en la Figura
4.4. Dichas superficies de contacto, al moverse solidariamente con la viga del
tablero, no introducen nuevos grados de libertad al modelo de la estructura,
por lo que el taman˜o del problema no aumenta.
En la Figura 4.5 puede verse un esquema de co´mo se definen y acoplan las
superficies de contacto en relacio´n a los elementos viga del tablero. Es necesa-
rio de establecer una serie de nodos adicionales, que definira´n las superficies.
Las posiciones relativas de estos nuevos nodos, respecto a los originales del
tablero, son tales que las superficies de contacto tienen en cuenta la excen-
tricidad entre el contacto rueda-carril y el centro de gravedad del tablero (en
el que se definen los nodos de los elementos de tipo viga).
El movimiento de los nodos de las superficies esta´ relacionado con los
movimientos de los nodos de los elementos viga del tablero. Los grados de
libertad de los nuevos nodos son suprimidos tomando la consideracio´n de que
se unen mediante vigas sin masa infinitamente r´ıgidas (l´ıneas punteadas de
color morado de la Figura 4.5) a los nodos de los elementos de tipo viga.
Por tanto, las dimensiones del tria´ngulo de color morado de la Figura 4.5
permanencen constantes, experimentando e´ste movimientos de so´lido r´ıgido
solidariamente con la viga, u´nicamente (ver Figura 4.6). De este modo, una
superficie de contacto que inicialmente era plana (superficie azul de la Fi-
gura 4.5), cuando la estructura se deforma, puede dejar de serlo (aparecen
pequen˜os alabeos), ya que dos nodos de un mismo elemento pueden tener
distintos movimientos. Los tipos de superficies utilizadas, implementadas en
Abaqus, no experimentan tensiones debido a sus deformaciones. Adema´s,
interpolan mediante funciones de forma cu´bica los desplazamientos en los
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(a) Vista general del modelo.
(b) Detalle del arranque del tablero en el estribo.
Figura 4.4. Modelo de elementos tipo viga y superficies de transmisio´n de cargas del viaducto de
Barbantin˜o, en la L´ınea de Alta Velocidad del Corredor Noroeste.
puntos interiores de la superficie a partir de los desplazamientos de los nodos
que definen la superficie.
Como se explicara´ posteriormente en la Seccio´n 4.5.3, sobre estas superfi-
cies contactara´n nodos pertenecientes al veh´ıculo, y a trave´s de ese contacto
se establecera´n la transmisio´n de fuerzas y la compatibilidad de desplaza-
mientos entre el tren y la estructura.
4.3. Veh´ıculos
La implementacio´n de los veh´ıculos ferroviarios es realizada a partir de
sistemas multicuerpo (“multibody” en ingle´s). Estos sistemas desarrollan y
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Figura 4.5. Esquema de definicio´n y acoplamiento entre elementos de tipo viga y superficies de contacto.
resuelven ecuaciones no lineales que gobiernan el comportamiento de siste-
mas meca´nicos complejos. Estos sistemas pueden estar compuestos por varios
cuerpos, generalmente r´ıgidos, aunque tambie´n se pueden incluir cuerpos de-
formables y elementos discretos flexibles de unio´n entre ellos. Adema´s, el
movimiento de e´stos esta´ sometido a restricciones. Este tipo de sistemas es
utilizado en numerosas aplicaciones como veh´ıculos, ma´quinas, biomeca´nica
y robo´tica, entre otras.
Un tren como el de la figura Figura 4.7, requiere la modelizacio´n de nu-
merosos detalles, como la presencia de diferentes cuerpos, que pueden con-
siderarse r´ıgidos (la caja de pasajeros, los bogies y los ejes); los sistemas de
suspensio´n (primaria y secundaria); y la relacio´n que existe entre el veh´ıculo
y la superficie que recorre (relaciones cinema´ticas y dina´micas).
Todas las ecuaciones debidas a la dina´mica de los diferentes cuerpos que
componen el veh´ıculo, y aquellas que aparecen como consecuencia de las res-
tricciones cinema´ticas existentes y del contacto entre rueda y carril, conducen
a un sistema conjunto de ecuaciones algebraico diferencial, que debe ser re-
suelto en una integracio´n temporal para conocer el movimiento del veh´ıculo.
En Shabana et al. (2008) se puede encontrar un estudio en profundidad del
plateamiento y resolucio´n de estos sistemas de ecuaciones para el caso de
veh´ıculos ferroviarios.
Para este trabajo se han utilizado las capacidades para trabajar con siste-
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(a) Deformacio´n debida al peso propio.
(b) Deformacio´n en un modo de vibracio´n.
Figura 4.6. Deformaciones de un viaducto modelado mediante elementos de tipo viga y superficies de
contacto.
mas multicuerpo del programa de elementos finitos Abaqus (Simulia, 2009).
Si bien es cierto que existen en el mercado otros programas informa´ticos
ma´s especializados para la implementacio´n de sistema dina´micos ferroviarios,
Abaqus permite realizar modelos complejos de la estructura, que tambie´n se
introducen en este trabajo, lo que no es posible con otros paquetes.
Existen distintas tipolog´ıas de veh´ıculos de Alta Velocidad, que se discu-
ten en la Seccio´n 4.3.1. Para este trabajo se utiliza un tipo de tren conven-
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Figura 4.7. Coche delantero del veh´ıculo Siemens ICE3 (Serie 103 de AVE).
cional, donde cada coche tiene dos bogies de dos ejes cada uno, siendo cada
coche independiente, y de traccio´n distribuida. Los elementos de cada coche
se exponen con detalle en la Seccio´n 4.3.2.
4.3.1. Tipolog´ıa de veh´ıculos
Existen distintas tipolog´ıas de veh´ıculos de Alta Velocidad. Estas se pue-
den clasificar segu´n sea la relacio´n entre las cajas de pasajeros, ejes y bogies.
En EN1991-2 (2003) se estable una clasificacio´n entre los distintos tipos de
trenes segu´n se esquematiza en la Figura 4.8. As´ı, se consideran tres tipos
Figura 4.8. Tipos de veh´ıculos ferroviarios. Extra´ıdo de EN1991-2 (2003).
fundamentales de trenes de Alta Velocidad:
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1. Trenes art´ıculados: son aquellos en los que existe un bogie entre cada
dos cajas de pasajeros. Este es el caso de los trenes AVE S100 y S101.
2. Trenes convencionales: cada coche tiene dos bogies de dos ejes cada
uno. El AVE S103, de la casa Siemens, sigue esta tipolog´ıa.
3. Trenes regulares: en este caso existen coches consecutivos que se apoyan
sobre un u´nico eje. El AVE S102, de la empresa espan˜ola Talgo, es un
ejemplo de esta tipolog´ıa.
El modelo de tren implementado en este trabajo es similar al veh´ıculo
Siemens ICE3 (AVE S103), que es un veh´ıculo de tipo convencional. Se ha
desarrollado este veh´ıculo porque es el tren que incorpora las tecnolog´ıas ma´s
modernas de los que circulan por las l´ıneas europeas de Alta Velocidad, y es
capaz de desarrollar velocidades de hasta 350 km/h.
Los trenes convencionales presentan la particularidad, frente a las otras
dos tipolog´ıas, de que cada coche se puede modelizar de forma independiente
respecto a los dema´s. Esto se debe al hecho de que un coche posee dos bogies
y cuatro ejes, los cuales no los comparte con ningu´n otro, lo que hace posible
que circule de forma aislada. Sin embargo, en el caso de los trenes art´ıculados
y regulares, es necesario tener en cuenta los coches adyacentes para estudiar
el comportamiento de uno solo. Adema´s de la posibilidad de modelizar un
u´nico coche para estudiar su comportamiento, otra ventaja es la modularidad
que este sistema presenta: se puede definir un coche, y repetir e´ste tantas
veces sean necesarias para an˜adir el resto de veh´ıculos independientes que
componen el tren.
Veh´ıculos de traccio´n distribu´ıda
El veh´ıculo modelizado es de los denominados de traccio´n distribu´ıda.
La principal caracter´ıstica de estos veh´ıculos es que, a diferencia de otros,
no existen unos coches que realizan todo el esfuerzo de traccio´n del tren (las
cabezas tractoras). En este caso, varios son los coches con capacidad tractora,
y los dispositivos tales como motores y transformadores no esta´ ubicados
u´nicamente en las partes delantera y trasera del tren, sino a lo largo de todo
e´l. Al ser mayor el nu´mero de elementos necesarios para la traccio´n el tren,
aumenta la masa total del tren, pero no existen, como suceden en otros tipos
de trenes, coches tractores con mucha masa y otros, destinados a pasajeros,
con poca. Por otra parte, en este tipo de trenes, existen plazas de pasajeros
en todos los coches que los componen.
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Todo ello conduce a que las caracter´ısticas meca´nicas de cada coche no
sean muy distintas a las de los otros, como sucede en el caso de los veh´ıculos
de traccio´n concentrada.
4.3.2. Elementos del veh´ıculo
Normalmente, los modelos de trenes se componen fundamentalmente, de
cuerpos so´lidos, las conexiones entre ellos y las relaciones del veh´ıculo con la
v´ıa sobre la que circula. Los cuerpos so´lidos y las conexiones entre ellas son
estudiadas a continuacio´n, mientras que la interaccio´n con la v´ıa se desarrolla
en la Seccio´n 4.5.
Cuerpos so´lidos
En la Figura 4.9 se puede ver una vista de un coche delantero de un
tren de alta velocidad3. En dicha figura se pueden apreciar los cinco cuerpos
Figura 4.9. Vista general del coche delantero del veh´ıculo convencional de traccio´n distribu´ıda utilizado en
este trabajo.
fundamentales que componen un coche: la caja de pasajeros, los dos bogies
y los cuatro ejes. Para el propo´sito buscado, se puede considerar que estos
cuerpos se comportan como so´lidos r´ıgidos, con masas e incercias asociadas.
Cada unos de estos so´lidos posee seis grados de libertad, siendo los elegidos:
3El veh´ıculo empleado tiene caracter´ısticas similares a las del Siemens ICE3 (AVE S103)
y esta´n recogidas en el Ape´ndice B.
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los tres desplazamientos de sus centros de gravedad y los tres giros respecto
a unos ejes fijos. Por tanto, estando cada coche compuesto por siete cuerpos,
el nu´mero total de coordenadas es 42. Posteriormente, en la Seccio´n 4.5.1,
se vera´ que dicho nu´mero se ve reducido debido a la imposicio´n de ciertas
restricciones en los cuerpos.
Suspensiones
Los cuerpos que componen el coche de un tren esta´n unidos entre s´ı me-
diante dos niveles de suspensio´n: primaria y secundaria. Una descripcio´n
detallada de todos los elementos que componen ambas suspensiones puede
encontrarse en Iwnicki (2006).
La suspensio´n primaria, que se esquematiza en la Figura 4.10, es aquella
que une los ejes a los bogies. Los elementos de suspensio´n unen diferentes
Figura 4.10. Esquema general de la conexio´n entre el bogie y los ejes mediante la suspensio´n primaria.
so´lidos en puntos que no son necesariamente el centro de gravedad del veh´ıcu-
lo. Dichos puntos se mueven solidariamente con el so´lido al que pertenecen,
por lo que sus desplazamientos quedan determinados por los movimientos de
so´lido r´ıgido de cada cuerpo. Los elementos fundamentales de la suspensio´n
primaria son:
Rigidez y amortiguamiento verticales: funcionan, respectivamente, como un
resorte y un amortiguador viscoso. Como se puede ver en la Figura
4.10, cada eje se une al bogie con dos resortes y dos amortiguadores
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(uno en cada rueda). El resorte y el amortiguador, como se ve en dicha
Figura, esta´n separados f´ısicamente, por lo que sus respuestas sera´n
independientes.
Sistemas de guiado: estos elementos conectan los ejes a los bogies y son
los encargados de aportar la rigidez y amortiguamiento necesarios de
la conexio´n en el plano horizontal. Sus caracter´ısticas meca´nicas var´ıan
en funcio´n de la direccio´n de actuacio´n: presentan un comporamiento
en la direccio´n axial (segu´n la l´ınea verde dibujada en la Figura 4.10),
y otro en la direccio´n normal a e´sta. El muelle y resorte asociados a
cada direccio´n funcionan como elementos en paralelo (Figura 4.11(a)).
(a) Modelo en paralelo
(Kelving-Voigt).
(b) Modelo en serie (Maxwell). (c) Modelo en serie con mue-
lle en paralelo (so´lido lineal
esta´ndar).
Figura 4.11. Configuraciones relativas de muelles y amortiguadores. Entre pare´ntesis aparece el nombre del
tipo de material asociado a cada esquema.
Por otro lado, la suspensio´n secundaria, tal como se puede ver en la Figura
4.12, tiene los siguiente elementos:
Figura 4.12. Suspensio´n secundaria del veh´ıculo, que une la caja con los bogies.
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Balones: estos elementos son la pieza fundamental de la rigidez y amor-
tiguamiento verticales del veh´ıculo. Son suspensiones neuma´ticas (de
ah´ı su nombre) que tienen unos valores de rigidez y amortiguamiento
segu´n la direccio´n vertical y otros diferentes en las direcciones per-
pendiculares a e´stas. En las tres direcciones espaciales, los muelles y
amortiguadores funcionan en paralelo (Figura 4.11(a)).
Sistemas antilazo: como su propio nombre indica, el propo´sito fundamen-
tal de este tipo de suspensio´n es evitar la aparicio´n de efectos de lazo
(un estudio de dicho efecto puede encontrarse en la Seccio´n 5.3). Actu´an
fundamentalmente segu´n la direccio´n longitudinal del veh´ıculo (segu´n
su direccio´n axial que puede verse en la Figura 4.12) y se situ´an a
ambos lados de cada bogie, uniendo a e´stos con la caja. Su modeliza-
cio´n, debido a su configuracio´n interna, es mediante un muelle y un
amortiguador situados en serie (Figura 4.11(b)). Al ser necesario in-
troducir dichos elementos en serie, este sistema se ha introducido en el
modelo mediante un elemento finito de tipo barra de dos nodos (so´lo
realiza esfuerzo segu´n la direccio´n axial del elemento) constituido por
un material viscoela´stico. Dicho material tiene un modelo constitutivo
de tipo Maxwell como el que se indica en la Figura 4.11(b), pero se
aproxima a partir del modelo de material del so´lido lineal esta´ndar (Fi-
gura 4.11(c)), siendo el te´rmino kaux muy pequen˜o en relacio´n a k. Las
caracter´ısticas meca´nicas de dicho material se introducen a partir de
los te´rminos de las series de Prony, que, por motivos de brevedad, no se
exponen aqu´ı (una discusio´n acerca de la caracterizacio´n del material
puede encontrarse en Simulia (2009)).
Pito´n de arrastre: este elemento es una conexio´n muy r´ıgida segu´n la di-
reccio´n longitudinal del vehiculo que une los centros de los bogies con la
caja. Su misio´n fundamental es la transimisio´n del arrastre de los bogies
a la caja, para que se produzca el avance del veh´ıculo. Se introducen
en el modelo como un muelle y un amortiguador en paralelo.
Barra de torsio´n: su objeto es limitar los giros de balanceo (segu´n el eje
longitudinal del veh´ıculo) relativos entre la caja y el bogie. F´ısicamente
es una barra que conecta el centro de los bogies con la caja, pero en el
modelo se introduce como un muelle rotacional con una determinada
rigidez.
Adema´s, en modelos ma´s completos se introducen unos topes en la direccio´n
lateral entre la caja y el centro de los bogies. La misio´n de estos topes es
limitar el desplazamiento lateral relativo entre los elementos que une. As´ı,
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cuando se supera el desplazamiento ma´ximo permitido (alrededor de 20 mm
en cada sentido), se produce un contacto en el tope que no permitira´ un
aumento del desplazamiento relativo. Con objeto de no complicar en exceso
el modelo del veh´ıculo utilizado en este trabajo, dichos elementos no han sido
tenidos en cuenta.
Por u´ltimo, cabe destacar el hecho de que para todos los elementos de
suspensio´n descritos anteriormente se han tomado leyes de comportamiento
lineales tanto para resortes como amortiguadores. Leyes no lineales podr´ıan
introducirse siguiendo la misma metodolog´ıa. Adema´s, las conexiones funcio-
nan de forma geome´tricamente lineal, es decir, calculan sus deformaciones,
o velocidades de deformacio´n, en relacio´n a la configuracio´n no deformada.
Podr´ıa utilizarse, de igual manera, una formulacio´n geome´tricamente no li-
neal en la que las deformaciones y sus velocidades se calculasen en base a la
configuracio´n deformada. Debido a que las deformaciones de todos los ele-
mentos son pequen˜as en relacio´n a su taman˜o, para los casos estudiados, no
se ha considerado en este trabajo suponer la no linealidad geome´trica. De
resultar necesario, podr´ıa incluirse sin dificultad alguna en el modelo.
4.4. Irregularidades de v´ıa
Como se indica en ERRI-D181 (1996), la presencia de irregularidades en
la v´ıa es la principal causa de aparicio´n de efectos dina´micos en los veh´ıculos.
Se denomina irregularidad a la desviacio´n de la v´ıa respecto a su geo-
metr´ıa ideal cuando no existe ningu´n veh´ıculo sobre ella. Como se puede ver
en la Figura 4.13, la geometr´ıa de la v´ıa se describe en funcio´n de cuatro
irregularidades Garg y Dukkipati (1984):
Variacio´n de ancho de v´ıa: es la variacio´n de la distancia horizontal entre
los dos carriles medida entre sus cabezas.
Alabeo de v´ıa: es la diferencia de elevacio´n relativa entre los dos carriles
a lo largo de la direccio´n longitudinal.
Defecto de alineacio´n: es la media de la posicio´n lateral de los dos carriles.
Defecto de nivelacio´n vertical: se define como la media de la posicio´n vertical
de los dos carriles.
Debido a que los efectos de variacio´n del ancho de v´ıa suelen ser muy bajos,
no se tienen en cuenta en este trabajo.
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Figura 4.13. Definicio´n de las irregularidades: (a) Vı´a t´ıpica; (b) Defectos de variacio´n de ancho y
alineacio´n; (c) Defectos de nivelacio´n vertical y de alabeo de v´ıa. Extra´ıdo de Garg y Dukkipati (1984)
Para estudiar la interaccio´n del veh´ıculo con la v´ıa es necesario dispo-
ner de una descripcio´n anal´ıtica de la geometr´ıa de la v´ıa: de su geometr´ıa
ideal y de sus irregularidades. Debido a que es imposible establecer una des-
cripcio´n detallada completa de la v´ıa, es necesario representar e´sta de forma
estad´ıstica. Como se indica en Garg y Dukkipati (1984), numerosas medidas
realizadas sobre v´ıas han demostrado que las irregularidades representan un
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proceso estacionario estoca´stico y pueden ser descrita mediante funciones de
densidad espectral de potencia.
Sin embargo, una descripcio´n de la geometr´ıa de la v´ıa basada en este tipo
de funciones no tiene en cuenta posibles irregularidades de caracter singular
que puedan aparecer en la v´ıa y que pueden ser de gran importancia en la
dina´mica de los veh´ıculos. E´stas pueden tenerse en cuenta adicionalmente en
la formulacio´n desarrollada.
4.4.1. Funciones de densidad espectral de potencia de las irregularidades de la v´ıa
Llamando yr y yl a los perfiles laterales de los carriles derecho e izquierdo,









ζC(x) = zr − zl , (4.1c)
(4.1d)
siendo ζA(x) el defecto de alineacio´n, ζV (x), el de nivelacio´n vertical, ζC(x),
el de alabeo, y x, la coordenada longitudinal.
Cada uno de los perfiles de irregularidades puede ser entendido como un
proceso estoca´stico Gaussiano ergo´dico. E´stos procesos ergo´dicos se pueden







ζ(x) dx , (4.2)







ζ(x)ζ(x− ξ) dx , (4.3)







ζ2(x) dx . (4.4)
La funcio´n de densidad espectral de potencia se define como la transfor-





−iΩ ξ dξ , (4.5)
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siendo i el nu´mero imaginario y Ω la frecuencia espacial. As´ı, la media







S(Ω) dΩ . (4.6)
Una descripcio´n detallada de todas estas funciones estad´ısticas puede encon-
trarse en Shinozuka (1971).
Como se indica en Claus y Schiehlen (1997), en base a medidas experi-
mentales obtenidas, las funciones de densidad espectral de potencia pueden
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siendo SV,A las funciones de densidad espectral de potencia para las irregula-
ridades de alineacio´n y verticales, y SC , para las de alabeo; y l es el semiancho
de v´ıa. Ωc, Ωr, Ωs son valores constantes, definidos en Claus y Schiehlen (1997),
que valen:
Ωc = 0,8246 rad/m , (4.8a)
Ωr = 0,0206 rad/m , (4.8b)
Ωs = 0,4380 rad/m . (4.8c)
(4.8d)
Y A es el factor de escala de las irregularidades, que para este trabajo se ha
tomado A = 3,65 · 10−6 rad m. Una discusio´n de este valor puede encontrarse
en el trabajo de Bermejo et al. (2009).
4.4.2. Generacio´n de irregularidades
Segu´n indican Claus y Schiehlen (1997), los perfiles de irregularidades pue-






An cos(Ωn x+ ϕn) . (4.9)
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Ωn son una serie de frecuencias espaciales discretas, definidas de forma equi-
distante en el intervalo [Ω0,Ωf ], con incrementos ∆Ω, siendo Ω0 y Ωf las
frecuencias mı´nima y ma´xima consideradas. En este trabajo, como suele ser
habitual para perfiles de v´ıas de trenes de alta velocidad, se han tomado lon-










ϕn son unos a´ngulos de fase aleatorios y uniformemente distribuidos entre 0
y 2pi. Los coeficientes An se definen de la siguiente manera:


























En la Figura 4.14 se puede observar un tramo de un perfil de irregulari-
dades calculado mediante este procedimiento. Si se realiza la transformada
de Fourier4 de la funcio´n de autocorrelacio´n de este perfil, segu´n la Ecuacio´n
4.5, se obtiene la funcio´n de densidad espectral a partir de la cua´l se defi-
nio´. Como puede verse en la Figura 4.15, la funcio´n de densidad espectral
de potencia obtenida a partir del perfil calculado se aproxima bastante a la
teo´rica.
4En este caso se utiliza una implementacio´n de la Transforma Ra´pida de Fourier (FFT).
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Figura 4.14. Perfil de irregularidades para un tramo de 150 m calculado a partir del procedimiento
expuesto.
















Figura 4.15. Comparacio´n de las funciones de densidad espectral de potencia (PSD) obtenida mediante el
perfil de irregularidades de la Figura 4.14 y mediante la formulacio´n anal´ıtica.
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4.5. Interaccio´n veh´ıculo-estructura
Una vez definidos los modelos de estructuras (Seccio´n 4.2) y veh´ıculos
(Seccio´n 4.3), es necesario establecer relaciones cinema´ticas y dina´micas entre
ellos para poder realizar ana´lisis de su comportamiento acoplado: la respuesta
del veh´ıculo depende de la del puente, y viceversa. Adema´s, en las relaciones
cinema´ticas tambie´n debera´n ser tenidas en cuenta la posible aparicio´n de
irregularidades en la v´ıa, cuya generacio´n se ha explicado ya en la Seccio´n
4.4.
Los elementos fundamentales en la interaccio´n son, por el lado del veh´ıcu-
lo, los ejes de cada coche, y por parte de la estructura, las superficies de
contacto. Como ya se ha comentado anteriormente, cada uno de los cuerpos
que componen cada coche del tren se modelizan mediante un so´lido r´ıgido, y
cada uno de ellos tiene seis grados de libertad. Para describir el movimiento
de estos so´lidos se han utilizado los desplazamientos de su centro de gravedad
y los giros de so´lido r´ıgido del cuerpo alrededor de tres ejes fijos del espacio.
Por otra parte, el movimiento de las superficies de contacto de la estructura
queda determinado por los movimientos de los cuatro nodos que las definen.
La posicio´n de los puntos interiores de la superficie se calculan a partir de las
funciones de interpolacio´n de los movimientos de los nodos. Para relacionar
el movimiento de cada uno de los ejes del tren con las superficies del puente
es necesario establecer una serie de relaciones cinema´ticas (Seccio´n 4.5.1) y
dina´micas (Seccio´n 4.5.2). Por u´ltimo, en la Seccio´n 4.5.3, se dan algunos
detalles del ensamblaje de todas las componentes del modelo en el programa
Abaqus.
4.5.1. Relaciones cinema´ticas
Grados de libertad y restricciones del eje ferroviario
En los ca´lculos realizados en este trabajo se hace cruzar un tren sobre un
viaducto a una cierta velocidad. Para conseguir que el sistema del veh´ıculo
recorra el puente se imponen unas velocidades a los ejes del veh´ıculo. Debido
a los sistemas de suspensio´n de cada coche, el movimiento impuesto a los ejes
se transmitira´ a los bogies y las cajas. F´ısicamente, los ejes de un veh´ıculo
giran alrededor de su eje para avanzar en relacio´n la v´ıa. Suponiendo que
el radio de giro r0 de cada rueda no var´ıa, para una velocidad constante del
veh´ıculo V , la velocidad de giro del eje respecto a su eje propio es ϕ˙ = V/r0, y
tambie´n es constante. Despue´s, en la definicio´n de los pseudodeslizamientos,
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se vera´ que la velocidad longitudinal de cada rueda no es constante.
Por tanto, los seis grados de libertad que ten´ıa cada eje, por ser un so´lido
r´ıgido, quedan limitados a cuatro, ya que existen dos grados de libertad que
esta´n impuestos. Los grados de libertad de cada eje pueden verse en la Figura
4.16. Teniendo en cuenta que la caja y los bogies tienen seis grados de libertad
Figura 4.16. Grados de libertad de un eje de un veh´ıculo. Las variables de color negro son aquellas cuyo
valor esta´ impuesto.
cada uno, y que cada coche tiene cuatro ejes, el nu´mero total de grados de
libertad de un coche de un tren es 34 (6 + 2× 6 + 4× 4 = 34).
A los centros de gravedad de cada uno de los ejes de un tren completo se
les impone una velocidad de desplazamiento segu´n la coordenada longitudinal
del puente5 y se restringe la posibilidad de girar respecto a su propio eje: el
efecto de la velocidad de giro ϕ˙ se introducira´ posteriormente en el ca´lculo
de las velocidadades relativas entre los ejes y la estructura.
Por otra parte, tal como se comento´ en el Cap´ıtulo 3, debido a la forma de
las ruedas y carriles y a la separacio´n entre los puntos de contacto, cuando
el eje del veh´ıculo se mueve lateralmente respecto a la v´ıa, se produce un
cierto movimiento vertical del eje y un giro de balanceo (Figura 4.17). En
la Figura 4.18 pueden verse las relaciones entre el desplazamiento lateral ye
y el movimiento vertical ze y giro de balanceo θe, todo ellos relativos a la
v´ıa, que se producen. Como se puede apreciar, para pequen˜as variaciones de
ye respecto a la posicio´n inicial, los valores de ze y θe se mantenienen bajos.
Pero cuando ye crece ma´s, debido al contacto entre la pestan˜a y el carril en
una de las ruedas, ze y θe crecen mucho, perdiendo el problema la linealidad
que presentaba inicialmente.
Si no se consideran posibles despegues entre la rueda y el carril, situacio´n
que en este trabajo no se tiene en cuenta, los movimientos verticales y de ba-
lanceo del eje relativo a la v´ıa quedan restringidos en funcio´n del movimiento
5En este trabajo so´lo se han tenido en cuenta puentes de planta recta.
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Figura 4.17. Cuando un eje se desplaza lateralmente, y deja de estar centrado respecto a la v´ıa, aparecen
un movimiento vertical y un ligero giro de balanceo.















(a) Movimiento vertical ze.
















Figura 4.18. Movimiento vertical ze y balanceo θe del eje debido a desplazamientos laterales ye del mismo,
para un perfil de rueda S1002 y de carril UIC60.
lateral. Sin embargo, anteriormente se ha dicho que se han supuesto ze y θe
como grados de libertad. Para restringir esos movimientos a los de las gra´fi-
cas de Figura 4.18 se utiliza un me´todo de penalizacio´n, que se explicara´ en
la Seccio´n 4.5.2.
Movimientos y velocidades relativas entre el eje y la v´ıa
Como se ha dicho anteriormente, cada eje del tren posee una serie de
grados de libertad, y otros movimientos que, debido a la naturaleza del con-
tacto rueda-carril, y a la imposicio´n de ciertas condiciones de contorno, esta´n
restringidos. Adema´s, las superficies de contacto de la estructura tambie´n se
pueden mover en el espacio, por lo que aparecen movimientos y velocidades
relativos entre el eje y la superficie. Es necesario conocer dichos movimientos
y velocidades para calcular las fuerzas que aparecen entre el veh´ıculo y la
estructura.
Como se explica posteriormente en la Seccio´n 4.5.3, para imponer las res-
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tricciones e introducir en el veh´ıculo y la estructura las fuerzas que aparecen
en su interaccio´n, se utiliza un elemento finito en cada eje del tren que ha sido
desarrollado en este trabajo. Cada uno de estos elementos posee tres nodos:
un nodo correspondiente al centro de gravedad del eje y dos nodos situa-
dos sobre la superficie de contacto de la estructura, pero no pertenecientes a
ella. Los nodos que se situ´an sobre las superficies de contacto representan los
puntos de contacto en cada uno de los carriles, para la posicio´n en la que se
encuentra el veh´ıculo en un determinado instante (Figura 4.19) y la distancia
entre ellos siempre es constante. A estos nodos, al igual que sucede con el del
centro de gravedad del eje, se les impone una velocidad segu´n la coordenada
longitudinal del puente x. Sin embargo, en el plano perpendicular al eje del
puente, se mueven solidariamente con las superficies de contacto.
Figura 4.19. Esquema del elemento implementado para Abaqus en el que se indican los tres nodos que lo
definen segu´n su orden.
Debido a la imposicio´n de la velocidad, los tres nodos del elemento de
interaccio´n tienen la misma coordenda x. Por tanto, dichos nodos forman un
plano paralelo al y-z, cuya coordenda x cambia en cada instante.
Tal como se ve en la Figura 4.20, la superficie de contacto de la estructura
gira debido a la torsio´n del tablero del puente. Esto produce que las coorde-
nadas ye y ze este´n expresadas en la base local yˆ-zˆ de ese eje del veh´ıculo.
Esta base local gira solidariamente a la superficie de contacto de la estruc-
tura, estando situada en el mismo plano que el elemento de interaccio´n, y
siendo coincidentes los ejes x y xˆ de las bases global y local.
De cada nodo se conocen en cada instante los siguientes desplazamientos
y rotaciones:











Nodo 2: u2y y u
2
z.
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Figura 4.20. Esquema de las coordendas locales de un eje en relacio´n a la superficie de contacto. Los ejes y
y z de color negro son paralelos al plano en que se encuentra el elemento y son referencias globales del
sistema. Por contra, los de color morado se mueven solidariamente a la superficie de contacto de la
estructura y son locales.
Nodo 3: u3y y u
3
z.
Donde uij es el desplazamiento del nodo i segu´n la direccio´n global del sistema
j y θ1j es la rotacio´n del nodo 1 alrededor de la direccio´n j.
Adema´s, es necesario tener en cuenta que en la v´ıa pueden aparecer irre-
gularidades, tal como se expuso en la Seccio´n 4.4. Las irregularidades de la
v´ıa son: ζyˆ(x), irregularidad de alineacio´n lateral, segu´n la direccio´n local yˆ;
ζzˆ(x), irregularidad de nivelacio´n vertical, segu´n la direccio´n local zˆ; y ζθ(x)
es la irregularidad debida al defecto de alineacio´n vertical relativo entre los
dos carriles, y se expresa como un a´ngulo alrededor del eje x.
Por tanto, a partir de los desplazamientos y rotaciones de los nodos del
elemento de interaccio´n uij y θ
1
j , y teniendo en cuenta las irregularidades de
la v´ıa, se pueden expresar los movimientos lateral y vertical y el balanceo del







































x − θs − ζθ . (4.12c)
Y θs se calcula a partir de los desplazamientos de los nodos como:
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siendo d la semidististancia entre los nodos del elemento situados sobre la
superficie de contacto, que es una constante.
Derivando los desplazamientos ye y ze de la Ecuacio´n 4.12, respecto al
tiempo, se obtienen las expresiones de las velocidades de los movimientos









































































sen (θs + ζθ)− ζ˙zˆ .
(4.14b)
Las derivadas de θ˙s, ζ˙yˆ, ζ˙zˆ y ζ˙θ se calculan como:
θ˙s =
u˙2z − u˙3z√






































Al conocerse las historias ζyˆ(x), ζzˆ(x) ζθ(x) en funcio´n de x, es automa´tico el
realizar las derivadas anteriores.
Las expresiones (4.12), (4.14) y (4.15) se utilizara´n a continuacio´n para
el ca´lculo de los pseudodeslizamientos que intervienen en la formulacio´n del
contacto tangencial.
Pseudodeslizamientos
Tal como se explico´ en la Seccio´n 3.4.1, los pseudodeslizamientos son la
diferencia adimensionalizada de las velocidades entre la rueda y el carril, con-
siderando a estos como so´lidos r´ıgidos. Por tanto, para cada par rueda-carril
se tienen tres pseudodeslizamientos. As´ı, se tienen los pseudodeslizamientos
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longitudinales ξ, si se toman las componentes longitudinales de la velocidad,
los pseudodeslizamientos tangenciales η, si se toman las tangenciales, y el
esp´ın φ, si se toman las velocidades angulares alrededor de la direccio´n pa-




















siendo VS.R.rueda y V
S.R.
carril, las velocidades de la rueda y el carril, respectivamente,
suponiendo a ambos como r´ıgidos; y WS.R.rueda y W
S.R.
carril, las velocidades angu-
lares. ic, jc y kc son los vectores unitarios segu´n las direcciones locales de la
huella de contacto xc, yc y zc.
Desarrollando las velocidades de las ruedas y los carriles, y sustituyendo














ηA = ηB =
1
V
y˙e − αe , (4.17c)
φA = − 1
r0
sen γA , (4.17d)
φB = − 1
r0
sen γB , (4.17e)
siendo los sub´ındices A y B, relativos a las ruedas A y B, que se indican en
la Figura 4.16. Como ya se indico´ en el Cap´ıtulo 3, r0 es el radio nominal
de rodadura de las ruedas cuando el esta´ centrado respecto a la v´ıa y rA(ye)
rB(y2) son los radios de las dos ruedas cuando el eje se desplaza lateralmente
respecto a la v´ıa un valor ye; γA(ye) y γB(ye) son los a´ngulos que forman los
planos de contacto de ambas ruedas con la horizontal de la v´ıa, al igual que
en el caso de los radios, su valor var´ıa con ye. Una explicacio´n ma´s detallada
sobre los pseudodeslizamientos puede encontrarse en Iwnicki (2006).
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4.5.2. Relaciones dina´micas
Una vez conocidos los desplazamientos y velocidades relativos entre los
ejes del veh´ıculo y la v´ıa, es posible establecer una serie de relaciones dina´mi-
cas debidas a la fuerzas que aparecen en la interaccio´n entre el veh´ıculo y la
estructura.
Como se dijo en la Seccio´n 4.5.1, el centro de gravedad del eje, debido a la
forma de las ruedas y los carriles, cuando se desplaza lateralmente respecto
a la v´ıa una cantidad ye, sufre un desplazamiento vertical ze(ye) y un giro de
balanceo θe(ye), que quedan determinados a partir de las curvas de la Figura
4.18. Sin embargo, en la Ecuacio´n 4.12 se calculan los valores de ze y θe a
partir de los desplazamientos y la rotaciones de los nodos del elemento y de
las irregularidades de la v´ıa en la posicio´n en la que se encuentra el eje. Por
tanto, para obligar a que ze y θe, calculados a partir de la Ecuacio´n 4.12, sean
iguales a ze(ye) y θe(ye) obtenidos a partir de las curvas de la Figura 4.18,
se imponen unas fuerzas de penalizacio´n al centro de gravedad del eje, tales
que:
Fzˆ = kzˆ (ze(ye)− ze) , (4.18a)
Mθ = kθ (θe(ye)− θe) , (4.18b)
donde kzˆ y kθ son las rigideces de la penalizacio´n. La fuerza de penalizacio´n
se aplica en el centro de gravedad del eje segu´n la direccio´n zˆ, y el momento
se aplica segu´n el giro θx, ambos con signo positivo. Las rigideces de las pena-
lizaciones se calculan a partir de la formulacio´n no lineal de contacto normal
de Hertz, linealizando su valor en una posicio´n de equilibrio esta´tico del eje
(en situacio´n de peso propio). Tambie´n se podr´ıan introducir expresiones de
las rigideces que fueran variables y no lineales, siguiendo el modelo de Hertz.
A partir de la fuerza y el momento de penalizacio´n, y de las fuerzas de
contacto normales de ambas ruedas, NA y NB se puede plantear el equili-
brio a nivel del elemento de interaccio´n. Es importante destacar el hecho de
que otras fuerzas que no sean las de interaccio´n, aplicadas sobre los ejes del
veh´ıculo y las superficies de contacto (incluyendo las fuerzas inerciales y de
peso propio), no deben introducirse en el equilibrio del elemento, ya que Aba-
qus ya las introduce en el modelo. En la Figura 4.21 se muestran las fuerzas
de interaccio´n que aparecen en el elemento en una primera aproximacio´n:
sobre el centro de gravedad del eje se aplican las fuerzas de penalizacio´n y
la resultante de las fuerzas aplicadas sobre la superficie de contacto en la
direccio´n ye, pero con signo contrario; y sobre los nodos que se apoyan en la
superficie de contacto se aplican sendas fuerzas normales que esta´n en equi-
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librio con las fuerzas de penalizacio´n. Los a´ngulos de los planos de contacto,
γA y γB, quedan determinados a partir del desplazamiento lateral del eje ye,
tal como se explico´ en el Cap´ıtulo 3. La suma de todas las fuerzas debe ser
Figura 4.21. Equilibrio entre las fuerzas de penalizacio´n y las fuerzas normales del contacto rueda-carril en
el sistema eje-tablero.
nula, por lo que se pueden plantear las ecuaciones de equilibrio:
Fzˆ = N
0
A cos γA +N
0
B cos γB , (4.19a)
F 0yˆ = −N0A sen γA −N0B sen γB , (4.19b)
Mθ =
(−N0A cos βA +N0B cos βB) d
−N0A sen βA rA −N0B cos βB rB ,
(4.19c)
siendo βA y βB:
βA = θs + γA + ζθ , (4.20a)
βB = θs + γB + ζθ . (4.20b)





Con las fuerzas normales calculadas y conociendo el desplazamiento lateral
del eje respecto a la v´ıa y los pseudodeslizamientos segu´n la Ecuacio´n 4.17, es
posible aplicar la metodolog´ıa de contacto detallada en el Cap´ıtulo 3 (resolver
el problema geome´trico, el problema normal mediante el modelo de Hertz y
el tangencial mediante FastSim) para calcular las fuerzas tangenciales T 0A y
T 0B. Una vez calculadas las fuerzas tangenciales, estas se introducen en el
equilibrio del sistema, tal como se indica en la Figura 4.22.
Introduciendo las fuerzas tangenciales en el equilibrio, la Ecuacio´n 4.19
ya no es va´lida y, por lo tanto, las fuerzas normales cambiara´n su valor. La
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Figura 4.22. Equilibrio entre las fuerzas de penalizacio´n y las fuerzas normales y tangenciales del contacto
rueda-carril en el sistema eje-tablero.
Ecuacio´n 4.19 se reescribe como:
Fzˆ = N
1
A cos γA +N
1
B cos γB + T
0
A sen γA + T
0
B sen γB , (4.21a)
F 1yˆ = −N1A sen γA −N0B sen γB + T 0A cos γA + T 0B cos γB , (4.21b)
Mθ =
(−N1A cos βA +N1B cos βB − T 0A sen βA + T 0B sen βB) d−(





(−N1B sen βB + F 0B cos βB) rB . (4.21c)





yˆ . Y aplicando la metodolog´ıa anterior, se calculan las nue-
vas fuerzas de contacto tangencial T 1A y T
1
B. Al igual que antes, estas nuevas
fuerzas tangenciales producira´n una distorsio´n en el equilibrio anterior, por
lo que sera´ necesario plantear de nuevo el equilibrio con las nuevas fuerzas,
para recalcular las fuerzas normales, y posteriormente, las tangenciales.
Este proceso de ca´lculo puede ser considerado como una iteracio´n de
punto fijo, siendo la ecuacio´n de equilibrio en la iteracio´n k + 1:
Fzˆ = N
k+1
A cos γA +N
k+1
B cos γB + T
k
A sen γA + T
k
B sen γB , (4.22a)
F k+1yˆ = −Nk+1A sen γA −Nk+1B sen γB + T kA cos γA + T kB cos γB , (4.22b)
Mθ =
(−Nk+1A cos βA +Nk+1B cos βB − T kA sen βA + T kB sen βB) d−(





(−Nk+1B sen βB + F kB cos βB) rB . (4.22c)
Este proceso se debe continuar hasta que se cumpla que los res´ıduos relativos
de las Ecuaciones (4.22a) y (4.22c) sean menores que una cierta tolerancia.
En este trabajo se ha adoptado una tolerancia relativa de valor 10−4 para
reducir la carga de ca´lculo6.
6Esta tolerancia, para algunas aplicaciones puede ser insuficiente, siendo necesario re-
currir a valores ma´s bajos.
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Una vez calculadas las fuerzas de contacto que cumplen la tolerancia, se
computan las fuerzas a introducir en cada uno de los nodos del elemento
de interaccio´n, por lo que sera´ necesario proyectar las fuerzas en la base
global. Estas fuerzas se devuelven a Abaqus, el cua´l valorara´ el equilibrio
global del sistema: si ha convergido, pasara´ al siguiente instante de tiempo,
en caso contrario; iterara´ en el instante actual hasta llegar a una situacio´n
de equilibrio.
Aunque los movimientos de los nodos segu´n la direccio´n x esta´n restringi-
dos, una vez que se ha llegado al equilibrio del sistema, es necesario calcular
las fuerzas de contacto tangenciales segu´n la direccio´n longitudinal en cada
una de las ruedas. Estas fuerzas se utilizan para el co´mputo del momen-




T i−1x,A − T i−1x,B
)
d . (4.23)
Las fuerzas F ij a introducir en el nodo i y segu´n la componente j, y los
momentos M1j , alrededor del eje j, segu´n las coordenadas globales del modelo,
son:
F 1x = 0 , (4.24a)
F 1y = −Fzˆ sen θs + F kyˆ cos θs , (4.24b)
F 1z = Fzˆ cos θs + F
k
yˆ sen θs , (4.24c)
M1x = Mθ , (4.24d)
M1z =
(
T i−1x,A − T i−1x,B
)
d , (4.24e)
F 2y = N
k
A sen βA − T kA cos βA , (4.24f)
F 2z = −NkA cos βA − T kA sen βA , (4.24g)
F 3y = N
k
B sen βB − T kB cos βB , (4.24h)
F 3z = −NkB cos βB − T kB sen βB . (4.24i)
En la Figura 4.23 se recoge un esquema del proceso completo de ca´lculo
de las fuerzas del elemento de interaccio´n.
Matrices tangentes
Al ser el elemento de interaccio´n implementado para realizar una inte-
gracio´n impl´ıcita de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal, como
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Figura 4.23. Proceso de ca´lculo de las fuerzas del elemento de interaccio´n.
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se explica a continuacio´n en la Seccio´n 4.6, es necesario calcular las matrices











donde Keint es la matriz de rigidez del elemento de interaccio´n; C
e
int, la de
amortiguamiento; Feint, el vector de fuerzas del elemento, cuyas componentes
se especifican en la Ecuacio´n 4.24; qe es el vector que contiene los desplaza-
mientos y giros de todos los nodos del elemento; y q˙e, su derivada primera
respecto del tiempo.
FastSim, al existir una inderminacio´n inicial acerca de si un punto de
la huella de contacto se encuentra en adhesio´n o deslizamiento, no pose´e
una derivada anal´ıtica. Por tanto, las fuerzas del elemento, al depender de
FastSim, tampoco tienen derivada anal´ıtica. Por tanto, para obtenter las
matrices de rigidez y de amortiguamiento, se propone el uso de jacobianos
nume´ricos. Mediante esta te´cnica, el ca´lculo de las derivadas de la Ecuacio´n










e, ˆ˙qej+)− Feint(q˙e, ˆ˙qej−)
2 
, (4.26b)




int , lo mismo para la
matriz Ceint;  un nu´mero real de valor muy bajo
7; qˆej+ es el vector que con-
tiene los desplazamientos y giros de todos los nodos del elemento, habie´ndole
sumado a la coordenada j-e´sima el valor ; qˆej−, de igual forma que el vector
anterior, pero restando ; y ˆ˙qej+ y ˆ˙q
e
j−, lo mismo, pero para el vector de
velocidades.
Cada elemento de interacio´n tiene 9 grados de libertad, por lo que ma-
trices tangentes tendra´n 9 filas y columnas, y no sera´n sime´tricas. Por tanto,
para calcular las matrices tangentes en un determinado instante t, mediante
la expresio´n Ecuacio´n 4.26, es necesario ejecutar el sistema de la Figura 4.23,
para calcular los vectores de fuerzas Feint, 18 veces por cada matriz. Es decir,
36 veces por cada elemento cada vez que el integrador requiere calcular la
7Un valor de uso corriente para un buen resultado del jacobiano es utilizar la ra´ız
cuadrada de la precisio´n de la computadora. En este trabajo se ha tomado  = 10−10.
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matriz tangente. Suponiendo que un tren tiene 8 coches, de 4 ejes cada uno,
cada vez que se calculan las matrices tangentes de los elementos del siste-
ma global, es necesario ejecutar el procedimiento 1152 veces. Y, cada vez
que se ejecuta el procedimiento, varias iteraciones son necesarias para que
el elemento de interaccio´n llegue al equilibrio interno. Por tanto, el nu´me-
ro de veces que es necesario ejecutar FastSim, un algoritmo que tiene un
cierto coste computacional, en cada iteracio´n del sistema global, es enorme.
La implementacio´n de un me´todo ma´s liviano para computar las matrices
tangentes es uno de los objetivos de desarrollo futuros.
4.5.3. Implementacio´n de la interaccio´n en Abaqus
Debido a que Abaqus es un programa de elementos finitos no lineales de
propo´sito general, y no un co´digo espec´ıfico para dina´mica ferroviaria, toda
la formulacio´n que se ha expuesto anteriormente para la interaccio´n entre
el veh´ıculo y la estructura no puede ser implementada utilizando las herra-
mientas ba´sicas del programa. El desarrollo para Abaqus de la interaccio´n
entre el veh´ıculo y la estructura se ha realizado mediante la inclusio´n en el
modelo de elementos definidos por el usuario. Abaqus tiene la posibilidad de
programar, mediante rutinas en Fortran, nuevos elementos. En este caso se
ha implementado un elemento para calculo dina´mico impl´ıcito no lineal.
Como ya se ha comentado anteriormente, el modelo completo esta´ com-
puesto por una serie de elementos finitos que definen la estructura, cuerpo
so´lidos conectados entre s´ı, que definen el tren, y elementos de interaccio´n
que se disponen entre ambos. Cada elemento de interaccio´n (uno en cada eje
del veh´ıculo) tiene de tres nodos: uno perteneciente al eje del veh´ıculo y dos
que se apoyan sobre la superficie de contacto de la estructura. Para impo-
ner que los nodos que se apoyan en la estructura se muevan solidariamente
con e´sta, se ha utilizado un contacto implementado en Abaqus, de tal forma
que cada nodo contacta con la superficie de contacto de la estructura. Es-
tos nodos no se desplazara´n relativamente a la estructura segu´n la direccio´n
normal a la superficie. El u´nico movimiento permitido para estos nodos es el
desplazamiento segu´n la direccio´n longitudinal del puente, de forma que este
movimiento sea compatible con la restriccio´n anterior. Siguiendo la notacio´n
de la Figura 4.24, el u´nico movimiento posible del nodo, en relacio´n a la
superficie, es segu´n la direccio´n x′. La base x′-y′-z′ se mueve solidariamente
con la superficie de contacto.
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Figura 4.24. Contacto entre un nodo del elemento de interaccio´n y la superficie de la estructura. Los ejes
de color morado son los ejes globales del sistema y los de color rojo, los locales asociados a la superficie
de contacto.
4.6. Resolucio´n nume´rica del problema global veh´ıculo-estructura
Para resolver nume´ricamente el problema es necesario integrar la ecua-
cio´n:
M(q) · q¨+ Fdamp(q, q˙) + Fint(q) + Fcont(q, q˙) = F(t) , (4.27)
donde q es un vector que contiene todos los grados de libertad del modelo
(veh´ıculo y estructura), y q˙ y q¨, sus derivadas primera y segunda respecto al
tiempo; M(q) es la matriz de masas; Fdamp(q, q˙) es el vector de fuerzas debidas
al amortiguamiento; Fint(q) es el vector de fuerzas internas que aparecen
como consecuencia de las deformaciones de la estructura y los movimientos
relativos de los cuerpos del veh´ıculo; Fcont(q, q˙) es el vector de fuerzas debidas
a la interaccio´n entre el veh´ıculo y la estructura, incluyendo las que aparecen
como consecuencia de los pseudodeslizamientos; y F(t) es el vector de fuerzas
aplicadas, como, por ejemplo, el peso propio del veh´ıculo que se aplica sobre
los centros de gravedad de cada uno de los so´lidos r´ıgidos del tren.
Para ello se utiliza el integrador HHT-α, propuesto en Hilber et al. (1978),
e implementado en Abaqus (Simulia, 2009). Este me´todo es muy utilizado
para integrar ecuaciones diferenciales asociadas a problemas estructurales.
Su principal caracter´ıstica es la introduccio´n de amortiguamiento nume´rico
a partir de un para´metro α. Gracias a este amortiguamiento es posible filtrar
las vibraciones de altas frecuencias, que generalmente no corresponden a la
solucio´n del problema y son ruido nume´rico.
Este me´todo, que se puede considerar una generalizacio´n del me´todo de
Newmark (Bathe, 1996), transforma la Ecuacio´n 4.27 en :
M(qn+1) · q¨n+1 + (1 + α)
[
Fdamp(qn+1, q˙n+1) + Fint(qn+1) + Fcont(qn+1, q˙n+1)
]
− α [Fdamp(qn, q˙n) + Fint(qn) + Fcont(qn, q˙n)] = (1 + α)F(tn+1)− αF(tn) ,
(4.28)
donde α es un para´metro de valor constante entre 0, para el caso sin amor-
tiguamiento nume´rico, y −13 , para el caso en el que el amortiguamiento es
4. Modelos para la interaccio´n veh´ıculo-estructura 105
ma´ximo. Las funciones de actualizacio´n son:




(1− 2 β) q¨n + 2 β q¨n+1
]
, (4.29a)
q˙n+1 = q˙n + ∆t
[












− α . (4.30b)
Como puede observarse en las expresiones anteriores, para α = 0 se obtiene
el me´todo de integracio´n de Newmark.
Reordenando la Ecuacio´n 4.30, se pueden obtener las expresiones de q˙n+1
y q¨n+1, en funcio´n de qn+1, que es el vector inco´gnita, y qn, q˙n, q¨n, que ya



































Sustituyendo estas expresiones en la Ecuacio´n 4.28, e´sta queda dependiente de una
u´nica inco´gnita, qn+1. Con esta expresio´n, dependiente de qn+1, se puede aplicar
el me´todo de Newton hasta alcanzar la convergencia. El programa de elementos
utilizado, Abaqus (Simulia, 2009), tiene implementado un esquema de integracio´n
con paso de tiempo variable, de tal forma que cuando son necesarias muchas ite-
raciones en el me´todo de Newton para alcanzar la convergencia, reduce el paso de
tiempo. Si, por contra, son necesarias pocas iteraciones para la convergencia, el
paso de tiempo tiende a aumentar.
Para este trabajo no se ha utilizado el me´todo de Newton, sino el cuasi New-
ton. Esta variante consiste en calcular la matriz tangente necesaria en el me´todo,
a partir de una secante, lo que es menos costoso computacionalmente. Una expli-
cacio´n ma´s detallada de estos me´todos de resolucio´n no se incluye en este trabajo









Como aplicacio´n de los modelos explicados en el Cap´ıtulo 4, a continuacio´n se
desarrollan una serie de aplicaciones.
En una primera aplicacio´n (Seccio´n 5.2) se estudia la interaccio´n vertical en-
tre un veh´ıculo, constituido por una masa suspendida, y una viga isosta´tica. Los
resultados obtenidos se comparan con la solucio´n anal´ıtica conocida.
Una segunda aplicacio´n (Seccio´n 5.3) estudia la aparicio´n del efecto de lazo, el
cual los modelos de veh´ıculos e interaccio´n implementados son capaces de repro-
ducir.
En la Seccio´n 5.4 se reproducen parcialmente unos casos estudiados por el
comite´ de expertos ERRI-D181 (1996), que estudio´ los efectos de interaccio´n lateral
entre puentes continuos de vanos isosta´ticos y veh´ıculos ferroviarios de distintos
tipos.
Por u´ltimo, en la Seccio´n 5.5 se muestran una serie de puentes de la L´ınea
de Alta Velocidad del Corredor Noroeste de Espan˜a que presentan caracter´ısticas
singulares, en cuanto a su longitud y altura de pilas. La metodolog´ıa desarrollada
a lo largo de este trabajo tiene por objeto el estudio futuro de la interaccio´n entre
los viaductos de este tipo, que presentan una gran flexibilidad lateral y frecuencias
bajas, y veh´ıculos de Alta Velocidad.
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5.2. Viga de Yang
En el trabajo de Yang y Yau (1997) se recoge un problema que ha sido estu-
diado posteriormente por un gran nu´mero de autores, como es el caso de Zhang
et al. (2001); Wu y Yang (2003); Yang et al. (2004); Lou et al. (2005); Biondi et al.
(2005); Majka (2008). Como puede verse en la Figura 5.1, este problema consiste
en una masa suspendida que recorre una viga biapoyada a una velocidad constan-
te. La masa tiene valor m, la constante de su suspensio´n es k y recorre la viga a
una velocidad v; la viga tiene longitud L, una inercia a flexio´n I, un mo´dulo de
elasticidad E y una masa por unidad de longitud ρ∗.
Figura 5.1. Masa suspendida recorriendo a velocidad constante una viga biapoyada.
A continuacio´n se discute su solucio´n analitica (Seccio´n 5.2.1) y se compara
con los resultados nume´ricos obtenidos con varios modelos (Seccio´n 5.2.2).
5.2.1. Solucio´n anal´ıtica
El movimiento vertical de cualquier punto de la viga yb(x, t) puede ser aproxi-
mado a partir de su primer modo de vibracio´n (Figura 5.2) de la forma:




siendo qb(t) el movimiento vertical en funcio´n del tiempo del centro de vano de la
viga.














Figura 5.2. Primer modo de vibracio´n de una viga biapoyada.
Llamando qv(t) al movimiento vertical en funcio´n del tiempo de la masa del veh´ıcu-
lo, y considerando que la velocidad v es constante, y que por lo tanto, la posicio´n
longitudinal del veh´ıculo se puede expresar como x = v t, las ecuaciones de equili-
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= −mg sen pi v t
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, (5.4b)
siendo g la aceleracio´n de la gravedad.
Sustituyendo la masa vibrante del veh´ıculo por un carga mo´vil, que no inter-
actu´a con el puente, se obtiene que la ecuacio´n de la dina´mica de la viga es:
1
2
ρ∗ L q¨b +
1
2




La Ecuacio´n 5.4 se resuelve mediante una implementacio´n del integrador Lsoda,
desarrollado por Hindmarsh (1983). Y la Ecuacio´n 5.5, al tener solucio´n anal´ıtica,
se resuelve directamente.
En la Figura 5.3 se puede ver la comparacio´n de los desplazamientos del centro
de vano obtenidos utilizando ambos me´todos, y de las aceleraciones.
Para la obtencio´n de estos resultados, y de los siguientes, se han utilizado los
valores: L = 25 m, E = 2,87 GPa, I = 2,90 m4, ρ∗ = 2303,0 kg/m, m = 5750,0 kg,
k = 1595,0 kN/m y v = 100,0 km/h.
5.2.2. Solucio´n nume´rica
Con objeto de comprobar la validez de la dina´mica vertical de los modelos
utilizados en este trabajo, se ha resuelto el problema anterior mediante los modelos
explicados en el cap´ıtulo Cap´ıtulo 4. La estructura se ha modelizado mediante
elementos de tipo viga y elementos de superficie de contacto, para transmitir las
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Figura 5.3. Desplazamientos y aceleraciones verticales del centro de vano de la viga biapoyada del
problema obtenidos a partir de las Ecuaciones (5.4) y (5.5), para un modelo de interaccio´n y cargas
mo´viles, respectivamente.
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cargas de los veh´ıculos a los elementos viga. El veh´ıculo, en el caso de interaccio´n,
se ha modelizado mediante una masa unida a la superficie del tablero mediante un
conector ela´stico (Figura 5.4), que es el tipo de modelo utilizado para los veh´ıculos
completos.
Figura 5.4. Modelo de elementos finitos utilizado en la resolucio´n del problema de la viga de Yang.
Se ha resuelto el problema considerando tanto la interaccio´n entre la masa
suspendida y la estructura, como considerando e´sta aplicada como una carga mo´vil.
Adema´s, con objeto de comparar los resultados, se ha integrado el sistema haciendo
uso de ana´lisis modal, considerando 1 y 10 modos, y mediante integracio´n directa
en el tiempo, usando HHT-α. Los pasos de tiempo utilizados son ∆t = 10−3 s,
y en los casos en que se ha realizado una integracio´n directa en el tiempo, se ha
utilizado un valor α = −0,05.
En la Figura 5.5 se pueden observar los resultados obtenidos para un modelo
de cargas mo´viles utilizando ana´lisis modal e integracio´n directa en el tiempo, y
comparando su resultado con el obtenido anal´ıticamente en la Seccio´n 5.2.1. Y
tambie´n para las aceleraciones.
Como era de esperar, los resultados, tanto en desplazamientos como en acele-
raciones, obtenidos con el modelo anal´ıtico (que considera 1 modo de vibracio´n),
son ide´nticos a los obtenidos con el modelo de elementos finitos integrado con 1
modo de vibracio´n. Aumentando el nu´mero de modos utilizados, la solucio´n cam-
bia, sobre todo en lo referente a las aceleraciones, cuyo valor es ma´s susceptible a
la presencia de frecuencias de vibracio´n ma´s altas. Los resultados del ca´lculo con
10 modos de vibracio´n son ide´nticos a los obtenidos con el me´todo HHT-α para
los desplazamientos, y muy similares para las aceleraciones.
En el caso de los modelos de interaccio´n, los desplazamientos y aceleraciones
del centro de vano de la viga, obtenidos mediante el modelo anal´ıtico y el me´todo
de elementos con integracio´n directa en el tiempo, son muy parecidos en el caso
de los desplazamientos, y presentan un comportamiento similar para el caso de las
aceleraciones (ver Figura 5.6). En el caso de los desplazamientos y aceleraciones de
la masa del veh´ıculo existen mayores diferencias, como se puede ver en la Figura
5.7. En ambos casos, se puede comprobar que los resultados obtenidos, tanto para
el modelo anal´ıtico, como para el modelo de elementos finitos, son ide´nticos a los
presentados en el trabajo de Yang y Yau (1997).
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C. Mo´vil E.F. 1 modo
C. Mo´vil analı´tico
C. Mo´vil E.F. HHT
C. Mo´vil E.F. 10 modos
(a) Desplazamientos qb(t).
















C. Mo´vil E.F. HHT
C. Mo´vil E.F. 10 modos
C. Mo´vil analı´tico
C. Mo´vil E.F. 1 modo
(b) Aceleraciones q¨b(t).
Figura 5.5. Desplazamientos y aceleraciones verticales del centro de vano de la viga obtenidos para
modelos de cargas mo´viles utilizando modelos de elementos finitos, con distintos me´todos de integracio´n
temporal, y modelos anal´ıticos para el problema de la viga de Yang.
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Figura 5.6. Desplazamientos y aceleraciones verticales del centro de vano de la viga obtenidos para
modelos de interaccio´n utilizando un modelo de elementos finitos con integracio´n directa en el tiempo y
el modelo anal´ıtico presentado en la seccio´n anterior.
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Figura 5.7. Desplazamientos y aceleraciones verticales del veh´ıculo obtenidos para modelos de interaccio´n
utilizando un modelo de elementos finitos con integracio´n directa en el tiempo y el modelo anal´ıtico
presentado en la seccio´n anterior.
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Como resumen, se pueden concluir que con los modelos propuestos de elementos
finitos para la estructura, y de sistemas multicuerpo para los veh´ıculos, se han
obtenido unos resultados que se ajustan adecuadamente a los modelos anal´ıticos
estudiados y a los modelos desarrollados por otros autores.
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5.3. Movimiento de lazo
Cuando un eje de un veh´ıculo ferroviario se desplaza lateralmente respecto
a su posicio´n centrada, se inicia un movimiento de oscilacio´n del desplazamiento
lateral y de giro respecto a un eje vertical (giro de lazo). A este feno´meno se le
denomina movimiento de lazo. La aparicio´n de este movimiento es debida a la
variacio´n del radio que se produce en ambas ruedas (tienen perfil co´nico) cuando
el eje se desplaza lateralmente respecto a la v´ıa (Figura 5.8).
Figura 5.8. Esquema del movimiento de lazo. Extra´ıdo de Dias (2007).
Este movimiento es bien conocido en la dina´mica de ferrocarriles desde hace
mucho tiempo. Klingel (1883) deducio´ la longitud de onda del movimiento de lazo






donde r0 es el radio nominal de rodadura cuando el eje esta´ centrado respecto a
la v´ıa, d la semidistancia entre los puntos de apoyo de las dos ruedas de un eje y
δ0 la conicidad del perfil de las ruedas.
Esta expresio´n so´lo corresponde a un movimiento cinema´tico: no se incluyen
los efectos dina´micos. En realidad, el movimiento de lazo depende de la flexibilidad
de la suspensio´n del eje, de la presencia de los bogies, de los perfiles de rueda (el
modelo de Klingel considera las ruedas como un bicono perfecto), de los efectos
inerciales debidos a la masa del eje, etc.
A continuacio´n se procede a un estudio comparativo de los modelos anal´ıti-
cos, desarrollados en el Ape´ndice A, con los modelos nume´ricos planteados en el
Cap´ıtulo 4.
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5.3.1. Modelo de eje aislado
Como un primer modelo de comparacio´n para verificar el correcto funciona-
miento de la dina´mica lateral de los sistemas multicuerpo propuestos, se utiliza un
modelo de un eje aislado que se supone unido al resto de los elementos del tren
mediante conexiones ela´sticas laterales y longitudinales a referencias fijas (Figura
5.9).
Figura 5.9. Modelo de eje ela´stico con suspensiones laterales y longitudinales.
Este modelo supone, de forma simplificada, que ambas ruedas tienen un pefil
co´nico y se adopta un modelo de fuerzas tangencial de Kalker linealizado que se
presento´ en el Cap´ıtulo 2. So´lo se consideran dos grados de libertad: el desplaza-
miento lateral del eje y y el giro respecto al eje vertical α.
La velocidad cr´ıtica de los veh´ıculos ferroviarios es aquella que si supera, cual-
quier perturbacio´n que saque al veh´ıculo (el eje, en este caso) de su posicio´n de
equilibrio, desembocara´ en un movimiento oscilatorio, creciente y no amortiguado:
un movimiento inestable.
Tal como se desarrolla en la Seccio´n A.2, el movimiento de este eje se rige a












y = 0 . (5.7b)
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siendo m la masa del eje; I la inercia del eje; d la semidistancia entre puntos de
contacto entre rueda y carril; δ0 la conicidad de las ruedas; r0 el radio nominal de
rodadura cuando el eje esta´ centrado en relacio´n a la v´ıa; kx y ky las rigideces de
las suspensiones longitudinal y lateral, respectivamente; y Cx y Cy los coeficientes
de las fuerzas de contacto, que se definen en la Ecuacio´n A.4.
Si se considera que el eje carece de suspensiones (kx = 0 y ky = 0), la Ecuacio´n
5.8 dar´ıa una velocidad cr´ıtica nula. Es decir, el movimiento es inestable para
cualquier velocidad.
Adema´s, estudiando este modelo matema´tico de una forma cuasiesta´tica (des-













Con objeto de verificar el correcto funcionamiento del elemento de interaccio´n
implementado para este trabajo, explicado en el Cap´ıtulo 4, se ha utilizado e´ste
para simular el modelo teo´rico descrito anteriomente. Para ello se ha utilizado
un cuerpo r´ıgido al que se le ha asociado una masa y una inercia, representan-
do el eje. Este cuerpo r´ıgido esta´ unido mediante conectores ela´sticos laterales y
longitudinales a referencias fijas. Y, por u´ltimo, se ha introducido el elemento de
interaccio´n conectando el centro de gravedad del so´lido y dos puntos correspon-
dientes a la plataforma sobre la que circula. Estos puntos situados en la plataforma
se desplazan en el sentido longitudinal a la misma velocidad que el eje, pero sus
movimientos lateral y vertical esta´n impedidos: esto equivale a que el eje se mueva
sobre una superficie r´ıgida. Para que el problema sea lo ma´s parecido al mode-
lo teo´rico explicado anteriormente, se han sustituidos los perfiles verdaderos de
ruedas introducidos en la formulacio´n del contacto por unos modelos de bicono
con conicidad constante, y se ha sustituido el algoritmo FastSim por el me´todo de
Kalker linealizado para el co´mputo de las fuerzas tangenciales.
Para excitar el movimiento del veh´ıculo se le introduce a la v´ıa una irregulari-
dad singular de alineacio´n, de tal forma que cuando el eje pasa por ella, abando-
na su posicio´n de equilibrio y comienza la oscilacio´n. Esta irregularidad singular
esta´ definida por medio seno de amplitud 1 mm.
Los valores de las constantes utilizadas para este problema son: m = 1800 kg;
I = 1000 kg m4; d = 0,753 m; r0 = 0,46 m; δ0 = 0,015; kx = 500 kN/m; ky =
500 kN/m; Cx = 6241,7 kN; y Cy = 6908,4 kN. Introduciendo estos valores en la
Ecuacio´n 5.8 se obtiene una velocidad cr´ıtica Vc = 409,9 km/m, e introucie´ndolos
en la Ecuacio´n 5.9, una longitud de onda λ = 30,2 m.
En la Figura 5.10 se puede ver el movimiento lateral del veh´ıculo despue´s de
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haber atravesado la irregularidad de v´ıa para velocidades de 150 km/h, 250 km/h y
450 km/h. Como se puede apreciar, el u´nico movimiento inestable es el de velocidad
450 km/h, la u´nica que supera la cr´ıtica.
















(a) v = 150 km/h.















(b) v = 250 km/h.












(c) v = 450 km/h.
Figura 5.10. Movimiento lateral del eje ela´stico para tras cruzar una irregularidad singular para tres
velocidades distintas.
En el Cuadro 5.1 se recogen las longitudes de onda de los movimientos obte-
nidos, que, como se puede ver, son muy parecidas a la longitud de onda teo´rica.
Caso λ [m]
Anal´ıtico 30,2
v = 150 km/h 30,0
v = 250 km/h 29,7
v = 450 km/h 31,4
Cuadro 5.1. Longitudes de onda obtenidas para las distintas velocidades para el caso del eje flexible
mediante la Ecuacio´n 5.9 y las soluciones nume´ricas de elementos finitos.
El mismo modelo se ha calculado utlizando kx = 0 y ky = 0, y como puede
verse en la Figura 5.11, para cualquier velocidad presenta un movimiento inestable,
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siendo sus longitudes de onda muy parecidas a las del movimiento de Klingel, como
era de esperar.













(a) v = 20 km/h.















(b) v = 50 km/h.













(c) v = 100 km/h.















(d) v = 200 km/h.
Figura 5.11. Movimiento lateral del eje libre (kx = ky = 0) para tras cruzar una irregularidad singular para
cuatro velocidades distintas.
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5.3.2. Modelo de bogie aislado
Un segundo modelo de verificacio´n corresponde al caso del bogie con dos ejes
unidos r´ıgidamente a e´l y sin ningu´n sistema de suspensio´n, ni para los ejes ni
para el bogie (Figura 5.12). Dicho modelo so´lo consta de dos grados de libertad: el
Figura 5.12. Modelo de bogie aislado unido r´ıgidamente a dos ejes sin ningu´n sistema de suspensio´n. El
modelo tiene dos grados de libertad: y y α.
desplazamiento lateral y y el giro de lazo α alrededor del eje z. Al igual que el caso
anterior, utiliza ruedas bico´nicas y el modelo de Kalker linealizado para el ca´lculo
de las fuerzas tangenciales.
Tal como se desarrolla en la Seccio´n A.3, las ecuaciones que rigen el compor-















y = 0 . (5.10b)
Como se discute en dicha Seccio´n, este modelo es inestable para cualquier velo-












Como en el caso anterior, se ha utilizado la base de los modelos descritos en el
Cap´ıtulo 4 para realizar uno que se ajuste al teo´rico del bogie r´ıdigo. En este caso
122 5.3. Movimiento de lazo
se han empleado tres so´lidos r´ıgidos con masas e inercias asociadas a sus centros
de gravedad (uno para cada eje y otro para el bogie) unidos entre s´ı mediante
conexiones de tipo r´ıgido. Al igual que antes, se ha utilizado un modelo de ruedas
bico´nicas, con conicidad constante y el me´todo de Kalker linealizado para el calculo
de las fuezas de contacto. Por u´ltimo, se ha introducido un elemento de interaccio´n
para cada eje, conectando su centro con dos puntos que simulan una plataforma
r´ıgida. Estos nodos se mueven a la misma velocidad que el veh´ıculo pero no se
mueven en el plano transversal a la v´ıa.
Para generar una excitacio´n en el bogie, se ha introducido en la v´ıa una irre-
gularidad de alineacio´n puntual, como en el caso del eje aislado, pero de amplitud
10 mm.
En este caso, se ha utilizado un valor s = 1,25 m para el semiempate del bogie
(Figura 5.12). El resto de constantes utilizadas son las mismas que para el caso
del eje aislado. Mediante estos valores y la Ecuacio´n 5.11, se calcula que el valor
de la longitud de onda teo´rica es λ = 60,76 m.
En la Figura 5.13 se observa el movimiento lateral del centro del bogie para las
velocidades 50 km/h y 100 km/h. Como puede verse, el movimiento es inestable
para ambas, como predice el modelo anal´ıtico. En el Cuadro 5.2 se recogen las
longitudes de onda de los movimientos obtenidos, que son muy parecidas a la
longitud de onda teo´rica.














(a) v = 50 km/h.















(b) v = 100 km/h.
Figura 5.13. Movimiento lateral del centro del bogie para el problema de bogie libre despue´s de atravesar




v = 50 km/h 58,66
v = 100 km/h 58,83
Cuadro 5.2. Longitudes de onda obtenidas para dos velocidades distintas para el bogie libre mediante la
Ecuacio´n 5.11 y las soluciones nume´ricas de elementos finitos.
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5.3.3. Modelo de veh´ıculo completo
Por u´ltimo se va a estudiar el comportamiento del veh´ıculo completo. Para este
caso no existen soluciones anal´ıticas para calcular la velocidad cr´ıtica y la longitud
de onda de los veh´ıculos, pero s´ı existe en la literatura un conocimiento cualitativo
sobre el tema. As´ı, Gime´nez y Lasala (1998) indican que la longitud de onda del
movimiento de lazo de un veh´ıculo ferroviario es superior a la que da la solucio´n
de Klingel, e inferior a la del bogie con ejes unidos r´ıgidamente.
En este caso se ha utilizado un perfil de rueda y carril no lineal, con una
conicidad equivalente de valor δ0 = 0,045, que permanece constante en situaciones
en las que los desplazamientos laterales del eje, en relacio´n a la v´ıa, no son muy
grandes. Adema´s, en este caso ya no se consideran solamente los grados de libertad
y y α, sino que se considera el modelo tridimensional completo, de 34 grados de
libertad, y se utiliza FastSim para el co´mputo de las fuerzas tangenciales, tal como
se describio´ en el Cap´ıtulo 3 (Figura 5.14).
Figura 5.14. Modelo de veh´ıculo completo.
Aplicando la Ecuacio´n 5.6 la longitud de onda, segu´n la expresio´n de Klingel,
vale λ = 17,4 m, y aplicando la Ecuacio´n 5.11, para el modelo del bogie con ejes
unidos r´ıgidamente, es λ = 33,8 m.
Las caracter´ısticas meca´nicas del veh´ıculo completo utilizado, descritas en el
Ape´ndice B, son similares a las del veh´ıculo Siemens ICE3 (serie 103 de AVE), y
son cortes´ıa de A. Alonso y J. G. Gime´nez (Ceit y CAF).
Como primera aproximacio´n al veh´ıculo completo, se ha realizado un modelo
parcial, en el que se han suprimido la caja y los elementos de suspensio´n secundaria.
Se han introducido sendas fuerzas en los centros de gravedad de los bogies para
tener en cuenta el efecto del peso propio de la caja. Adema´s de en esta fuerza
aplicada, este modelo se diferencia del desarollado en la Seccio´n A.3 en el hecho
de que este modelo no considera una unio´n r´ıgida entre los ejes y el bogie, sino a
trave´s de la suspensio´n primaria.
Al igual que antes, se ha sometido al modelo a una irregularidad singular en
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la v´ıa, consistente en medio seno de amplitud 2 mm, para excitar la respuesta
din´amica lateral del veh´ıculo. En el Cuadro 5.3 se recogen las longitudes de onda
obtenidas para cada velocidad. Como se puede observar, las longitudes de onda
permanecen muy constantes para cualquier velocidad, como era de esperar, y su
valor se encuentra acotado entre la longitud de onda del caso de bogie con ejes
r´ıgidos y la longitud de onda del movimiento de Klingel.





Cuadro 5.3. Longitudes de onda obtenidas para las distintas velocidades para el modelo de bogie completo.
Posteriormente se realiza de nuevo el ca´lculo pero esta vez utilizando el veh´ıculo
completo, es decir, introduciendo en el modelo la caja y todos los elementos de
la suspensio´n secundaria. En el Cuadro 5.4 se pueden ver las lontigudes de onda
obtenidas para distintas velocidades.







Cuadro 5.4. Longitudes de onda obtenidas para las distintas velocidades para el vehiculo completo
utilizando el modelo nume´rico implementado.
En estos resultados se observa que longitud de onda no es constante, sino que
va aumentando con la velocidad, lo que se debe a que el movimiento que aparece
como respuesta a la irregularidad en la v´ıa es debido a distintas formas de vibracio´n
del veh´ıculo, no so´lo a un movimiento puro de lazo de los ejes. En la Figura 5.15
puede verse, como adema´s del movimiento de lazo de los ejes, se excitan el giro de
balanceo θ (giro alrededor del eje longitudinal del tren) y el movimiento lazo α de
la propia caja.
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(a) Movimiento lateral del eje.















(b) Movimiento lateral de la caja.













(c) Giro de balanceo de la caja.














(d) Giro de lazo de la caja.
Figura 5.15. Excitacio´n de distintos grados de libertad del veh´ıculo completo al pasar por una
irregularidad a 300 km/h.
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5.4. ERRI D 181
El comite´ de expertos ERRI-D181 (1996) trabajo´ en el estudio de los efectos
dina´micos de caracter lateral que aparecen al paso de veh´ıculos ferroviarios sobre
viaductos.
En la primera etapa de este trabajo se realizo´ un estudio de sensibilidad so-
bre viaductos de vanos isosta´ticos para obtener un conocimiento cualitativo sobre
que´ factores son los que condicionan la aparicio´n de los efectos laterales. Variables
tales como el tipo de tren (de mercanc´ıas, convencial de viajeros o de alta veloci-
dad), las irregularidades de la v´ıa, la luz de los puentes, su masa distribuida, su
frecuencia de vibracio´n, etc., fueron analizadas.
Con los resultados obtenidos en la primera fase, una serie de casos fueron
propuestos para su ana´lisis en una segunda fase, con objeto de valorar en detalle
aquellas variables que parecieron tener una mayor influencia. Las conclusiones
ba´sicas de estos estudios fueron:
La principal causa de excitaciones laterales, tanto en el veh´ıculo, como en
el viaducto, es la presencia de irregularidades en la v´ıa, y, sobre todo, de
defectos en la alineacio´n.
Se estima que existen tres formas distintas de resonancia entre veh´ıculos y
estructuras:
1. Coincidencia entre la frecuencia de paso de ejes del veh´ıculo y la fre-
cuencia de vibracio´n del puente.
2. Longitud de onda del movimiento de lazo igual a la longitud de vano.
3. Coindencia entre la frecuencia de vibracio´n lateral del veh´ıculo y la
frecuencia fundamental del puente.
A partir de estas conclusiones se propusieron una serie de recomendaciones, de las
cuales, dos se incluyen en las normativas IAPF (2007) y EN1991-2 (2003) (Seccio´n
2.2.1). E´stas son:
1. Para evitar la aparicio´n de efectos de resonancia lateral en los veh´ıculos,
la frecuencia lateral de un vano aislado del puente debe ser f0 ≥ 1,2 Hz.
Esta limitacio´n se debe a que las frecuencias laterales de vibracio´n de los
veh´ıculos suelen tener valores entre 0,5 y 0,7 Hz, para coches de pasajeros,
y entre 0,7 y 1,0 Hz, para locomotoras.
2. Con objeto de limitar la vibracio´n transversal del tablero, el desplazamiento
horizontal ma´ximo relativo entre dos puntos de un vano, debido a la defor-
macio´n lateral y a la torsio´n, debe ser menos de 6 mm.
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A continuacio´n se utiliza la metolog´ıa expuesta en el Cap´ıtulo 4 para el estudio
de una serie de casos relacionados con el informe de ERRI-D181 (1996), y se discuten
los resultados.
5.4.1. Casos estudiados
Al igual que en la segunda fase del estudio del ERRI, se han estudiado una
serie de puentes continuos de 5 vanos isosta´ticos. En estos puentes esta´n impedidos
los movimientos verticales y de torsio´n, por lo que so´lo se consideran los de flexio´n
lateral.
Se han estudiado puentes con longitudes de vano de 30 y 40 m. Para estas
longitudes se han considerado distintas combinaciones de rigidez y masa para el
puente. En el Cuadro 5.5 se recogen las configuraciones utilizadas para los puen-
tes de ambas longitudes de vano. La rigidez de cada vano queda completamente
Caso ρ∗ [ton/m] f0 [Hz]
Vanos L = 30 m
1 6,0 0,60
2 6,0 1,50





Cuadro 5.5. Configuraciones de masas distribuidas por unidad de longitud ρ∗ y valores de la primera
frecuencia propia de vibracio´n f0 de los vanos, para los casos estudiados.








ρ∗ L4 , (5.12)
siendo L la longitud de cada uno de los vanos. En todos los casos se ha utilizado
una tasa de amortiguamiento ζ = 0,5 % para la estructura, que ha sido introducida
mediante el me´todo de Rayleigh.
A diferencia del estudio del ERRI, cada uno de estos casos se ha hecho circular
un u´nico tipo veh´ıculo, con caracter´ısticas similares al Siemens ICE3 (descrito en
el Ape´ndice B), compuesto por 8 coches, para un rango de barrido de velocidades
5. Aplicaciones 129
entre 150 y 350 km/h, con un muestreo de una velocidad cada 25 km/h. Se han
utilizado perfiles de rueda con una conicidad 0,045 y se ha tomado un coeficiente
de friccio´n 0,3. En futuros desarrollos se espera poder estudiar estos casos para
otros tipos de veh´ıculos, para as´ı constratar ma´s en profundidad los resultados
obtenidos.
Adema´s, dado que el perfil de irregularidades es en parte aleatorio, todos los
casos se han calculado para cuatro perfiles de irregularidades distintos, con longi-
tudes de onda entre 3 y 25 m. Las irregularidades introducidas incluyen defectos
de alineacio´n, de nivelacio´n vertical y de alabeo, y las medias cuadra´ticas, para
cada uno de los casos, esta´n recogidas en el Cuadro 5.6.
Perfil σa [mm] σv [mm] σt [mrad]
Vanos L = 30 m
1 1,19 1,06 1,09
2 1,03 1,30 1,12
3 1,16 1,41 0,94
4 1,08 1,16 1,09
Vanos L = 40 m
5 1,39 1,36 1,00
6 1,11 1,10 1,29
7 1,19 1,27 1,08
8 1,18 1,06 1,02
Cuadro 5.6. Media cuadra´tica de cada una de las componentes de irregularidad (alineacio´n σa, nivelacio´n
vertical σv y alabeo σt) para cada uno de los cuatro casos utilizados para en cada puente.
El veh´ıculo, antes de cruzar el puente, parte de una posicio´n esta´tica, durante
10 segundos acelera hasta alcanzar la velocidad constante con la que atravesara´ el
puente, de tal forma que todos los ejes pasan a velocidad constante por el puente.
Las irregularidades esta´n presente en todo el puente, pero tambie´n en los 100 m
anteriores a la entrada del puente, para que el veh´ıculo entre en e´ste con una
cierta vibracio´n. A la salida del puente existen 25 m en los que tambie´n existen
irregularidades, para que un veh´ıculo cuyos ejes traseros se encuentren au´n en el
u´ltimo vano del puente, tenga sus ejes delanteros sometidos a irregularidades.
La simulacio´n comprende el tiempo en que el veh´ıculo acelera hasta alcanzar
el comienzo del puente, el tiempo en que este tarda en cruzarlo y 2 segundos ma´s
en que se deja vibrar al puente libremente.
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5.4.2. Resultados
A continuacio´n se presentan los resultados obtenidos para los casos expuestos
anteriormente. En total se han realizado un total de 216 simulaciones, en cada una
de las cuales se han obtenido desplazamientos y aceleraciones de las cajas y ejes de
cada uno de los ocho veh´ıculos, y de los puntos centrales de cada vano del puente.
Por tanto, la cantidad de informacio´n a procesar ha sido muy grande, por lo que,
para una mayor concisio´n, los resultados se exponen en forma de envolventes segu´n
la velocidad para cada tipo de puente. Por ejemplo, en el caso del desplazamiento
lateral de la caja de los veh´ıculos, se obtiene un resultado para cada velocidad y tipo
de puente (una curva por cada tipo de puente), siendo el resultado el valor ma´ximo
de cada uno de las ocho cajas del tren teniendo en cuenta los ca´lculos realizados
para cada uno de los cuatro perfiles de irregularidades. Adema´s, algunas casos
cr´ıticos o representativos se muestran como resultados en funcio´n del tiempo.
En la Figura 5.16 se pueden ver los desplazamientos laterales ma´ximos de
los centros de vano para los casos estudiados. Tal como se indica en ERRI-D181
(1996), en los puentes con frecuencias menores (0,44 y 0,60 Hz), pueden aparecer
feno´menos resonantes debidos a la coincidencia de las frecuencias laterales de los
puentes con las de los veh´ıculos. Este efecto tambie´n se puede apreciar en las
Figuras 5.17 y 5.18, en las que se representa el movimiento lateral del veh´ıculo en
relacio´n a la v´ıa, del centro y extremo de la caja del veh´ıculo, respectivamente.
Tanto en los resultados de los vanos, como en los de los veh´ıculos, puede verse que
en los puentes con frecuencias menores se producen desplazamientos mayores, y
estos tienden a aumentar con la velocidad.
En el caso de los giros de la caja (Figura 5.19), se observa que los resultados
son mayores para velocidades ma´s bajas. Esto se debe a que las frecuencias de
vibracio´n de balanceo y giro de lazo de caja (0,63 y 1,16 Hz, respectivamente),
como se puede ver en la Seccio´n B.2, se ven ma´s excitadas a velocidades menores,
para las que la frecuencia de vibracio´n lateral de los ejes sera´ menor.
De la Figura 5.16 se extraen los desplazamientos ma´ximos de los vanos obte-
nidos para 350 km/h, para los puentes de luces L = 30 y L = 40 m, de frecuencias
f0 = 0,6 Hz. Para el puente de L = 30 m, la flecha ma´xima es δy = 6,5 mm, y
para el de L = 40 m, δy = 4,4 mm. Conociendo la luz y la primera frecuencia









= 35,2 kN/m, para L = 40 m .
La relacio´n entre ellas es kL=40/kL=30 = 1,34, mientras que la relacio´n entre las
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f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(a) Vanos L = 30 m.
















f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(b) Vanos L = 40 m.
Figura 5.16. Envolvente de los desplazamientos laterales de los centros de vano para los puentes de
distintas frecuencias y vanos de L = 30 m y L = 40 m.
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f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(a) Vanos L = 30 m.












f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(b) Vanos L = 40 m.
Figura 5.17. Envolvente de los desplazamientos laterales, en relacio´n a la posicio´n de la v´ıa, de los centros
de las cajas de los veh´ıculos para los puentes de distintas frecuencias y vanos de L = 30 m y L = 40 m.
5. Aplicaciones 133
















f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(a) Vanos L = 30 m.
















f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(b) Vanos L = 40 m.
Figura 5.18. Envolvente de los desplazamientos laterales, en relacio´n a la posicio´n de la v´ıa, para los
extremos de las cajas de los veh´ıculos para los puentes de distintas frecuencias y vanos de L = 30 m y
L = 40 m.
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f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(a) Balanceo de la caja para los puentes de vanos
L = 30 m.











f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(b) Giro de lazo de la caja para los puentes de
vanos L = 30 m.












f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(c) Balanceo de la caja para los puentes de vanos
L = 40 m.













f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(d) Giro de lazo de la caja para los puentes de
vanos L = 40 m.
Figura 5.19. Envolvente de los giros de balanceo (segu´n el eje longitudinal) y de lazo (segu´n el vertical) de
los centros de las cajas de los veh´ıculos para los puentes de distintas frecuencias y vanos de L = 30 m y
L = 40 m.
flechas es δy,L=30/δy,L=40 = 1,48. Es decir, se produce una amplificacio´n dina´mica
adicional al efecto de rigidez esta´tica. Esta diferencia se puede deber al hecho de
que la longitud de lazo para este veh´ıculo, tal como se calculo´ en la Seccio´n 5.3.3,
esta´ en el entorno de 30 m.
En la Figura 5.20 pueden apreciarse las historias de desplazamientos horizon-
tales del quinto vano de los puentes de 40 m de vano, con frecuencias 0,6 y 1,5 Hz,
para una velocidad de circulacio´n de 350 km/h, utilizando el perfil de irregularida-
des nu´mero 1. Y en la misma figura se pueden ver los desplazamientos laterales de
la caja del veh´ıculo nu´mero 6, para las mismas situaciones. Como se puede apreciar
en dichas figuras, las vibraciones para el puente de 0,6 Hz tienen frecuencias de
vibracio´n similares a las de las cajas de los veh´ıculos, lo que explica el aumento de
los movimientos para los casos de frecuencias ma´s bajas.
Tal como se detalla en el Ape´ndice B, la frecuencia de balanceo lateral de la caja
del veh´ıculo es 0,63 Hz, sin embargo, la frecuencia de lazo de los ejes es variable.
Siendo el valor de la longitud de lazo del entorno de los 30 m, aproximadamente,
su frecuencia, a 350 km/h, es 3,2 Hz, y a 100 km/h, 0,9 Hz. Por tanto, cuando la
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f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(a) Vano 4o.














f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(b) Centro de la caja del veh´ıculo 6o.
Figura 5.20. Historias de desplazamientos laterales para puentes de L = 40 m de vano, frecuencias 0,6 y
1,5 Hz, con el perfil de irregularidades nu´mero 1, y el veh´ıculo circulando a 350 km/h.
136 5.4. ERRI D 181
velocidad del veh´ıculo sea baja (de 100 km/h, o menor), las frecuencias de balanceo
de la caja y de movimiento de lazo de los ejes sera´n muy pro´ximas, y la amplitud
de los movimientos crecera´. Como ejemplo, en la Figura 5.21, se puede ver que las
frecuencias de vibracio´n de la caja y el eje de un coche, relativos a la v´ıa, son ma´s
parecidas entre s´ı a 100 km/h que a 350 km/h, y, en consecuencia, los movimientos
de la caja son mayores.
En la Figura 5.22, puede observarse, como era de esperar, que las aceleraciones
ma´xima y cuadra´tica de los veh´ıculos crece con la velocidad. Adema´s, se observa
que son bastante independientes de la frecuencia del puente.
Como se ha comentado anteriormente, la mayor solicitacio´n lateral que sufre
el veh´ıculo se debe principalmente a la presencia de las irregularidades en la v´ıa.
Observando la Figura 5.23 se ve co´mo los desplazamientos laterales y los giros
de lazo (respecto al eje vertical) de los ejes son bastante independientes de la
frecuencia y la longitud del vano del puente. Esto se debe al hecho de que la mayor
excitacio´n es debida a la presencia de las irregularidades, fundamentalmente, ya
que no se llega a excitar el movimiento de lazo inestable.
5.4.3. Conclusiones
De los resultados obtenidos se puede concluir que son numerosas las fuentes de
donde provienen las excitaciones de los viaductos y los veh´ıculos. Las irregularida-
des de la v´ıa, tal como se indica en el informe del ERRI, son una de las principales
causas de excitacio´n.
Aunque los desplazamientos que aparecen en el veh´ıculo no son muy grandes,
ya que el veh´ıculo dispone de sistemas de suspensio´n para que as´ı sea, ha quedado
de manifiesto el hecho de que una disminucio´n de la frecuencia propia de los va-
nos, acercando esta a las frecuencias de vibracio´n lateral de la caja del veh´ıculo,
producira´ un incremento de la respuesta de los movimientos de ambos. Adema´s,
se ha podido apreciar que a velocidades bajas, existe un cierto acoplamiento de los
modos de balanceo lateral del veh´ıculo y de movimiento de lazo de los ejes.
En resumen, se puede concluir que la metodolog´ıa desarrollada en este trabajo,
y explicada en detalle en el Cap´ıtulo 4, parece ser apropiada para el estudio de
la interaccio´n lateral entre veh´ıculos de Alta Velocidad y viaductos, pero este
estudio debera´ ser completado en un futuro tomando un nu´mero mayor de casos
de irregularidades, tomando distintas hipo´tesis, considerando distintos veh´ıculos,
etc.
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(a) Velocidad v = 100 km/h.
















(b) Velocidad v = 350 km/h.
Figura 5.21. Historias de desplazamientos laterales, relativos a la v´ıa, del eje y la caja de un mismo
veh´ıculo a velocidades de para puentes de L = 40 m de vano, frecuencias 0,6 y 1,5 Hz, con el perfil de
irregularidades nu´mero 1, y el veh´ıculo circulando a 100 y 350 km.
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f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(a) Aceleracio´n ma´xima para los puentes de vanos
L = 30 m.















f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(b) Aceleracio´n media cuadra´tica para los puente
vanos L = 30 m.













f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(c) Aceleracio´n ma´xima para los puentes de vanos
L = 40 m.















f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(d) Aceleracio´n media cuadra´tica para los puente
de vanos L = 40 m.
Figura 5.22. Envolvente de las aceleraciones laterales ma´ximas, y de su media cuadra´tica, para las cajas de
los veh´ıculos para los puentes de distintas frecuencias y vanos de L = 30 m y L = 40 m.
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f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(a) Desplazamiento lateral del eje para los puentes
de vanos L = 30 m.















f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
(b) Giro de lazo del eje para los puentes de vanos
L = 30 m.
















f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(c) Desplazamiento lateral del eje para los puentes
de vanos L = 40 m.















f0 = 0.44 Hz
f0 = 0.6 Hz
f0 = 1.5 Hz
f0 = 2.16 Hz
(d) Giro de lazo del eje para los puentes de vanos
L = 40 m.
Figura 5.23. Envolvente de los desplazamientos laterales y giros de lazo (segu´n el eje vertical) de los
centros de gravedad de los ejes de los veh´ıculos para los puentes de distintas frecuencias y vanos de
L = 30 m y L = 40 m.
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5.5. Viaductos de la L´ınea de Alta Velocidad del Noroeste
En la L´ınea de Alta Velocidad del Noroeste de Espan˜a, actualmente en cons-
truccio´n, debido a la orograf´ıa a su paso por Galicia, se esta´n construyendo una
serie de puentes de gran longitud y con pilas muy altas. Debido a su tipolog´ıa, estos
viaductos presenta frecuencias de vibracio´n lateral muy bajas, pero con lontigudes
de onda que abarcan varios vanos.
Como ya se comento´ en Cap´ıtulo 1, estos puentes son parte del objeto de estu-
dio del proyecto Efectos del Viento Transversal sobre la Circulacio´n de Veh´ıculos
Ferroviarios: Determinacio´n de Valores L´ımite, financiado por el Ministerio de
Fomento.
En una primera etapa de este proyecto se ha estudiado la influencia del viento
en los viaductos citados anteriormente, que, debido a su gran altura y flexibilidad
lateral, pueden ser susceptibles de presentar problemas dina´micos. Adema´s, debido
a los fuertes vientos que aparecen a nivel del tablero (ya que algunas de las pilas
tienen ma´s de 100 m de altura), se ha contemplado la posibilidad de instalar
barreras cortaviento para aislar a los veh´ıculos. Un primer estudio acerca de estas
barreras ha sido realizado, y algunos de los resultados se presentan a continuacio´n.
En una segunda etapa se desean estudiar los posibles problemas dina´micos
que pueden aparecer sobre los veh´ıculos, debidos a su interaccio´n con este tipo de
viaductos, cuando circulan en escenarios de fuertes vientos. Los modelos desarro-
llados en el presente trabajo suponen una primera aproximacio´n al estudio de este
problema. La metolog´ıa expuesta se aplicara´, en una etapa posterior, al estudio de
la interaccio´n entre los trenes y los viaductos.
A continuacio´n se presentan caracter´ısticas generales, as´ı como unos resultados
debidos al efecto del viento, considerado este como esta´tico, de algunos de los via-
ductos estudiados mediante modelos de elementos finitos. En ciertos casos tambie´n
se incluyen modos propios y frecuencias de vibracio´n de estas estructuras. Todos
los viaductos presentados se encuentra en la L´ınea de Alta Velocidad del Noroeste,
en el tramo entre Lal´ın y Santiago.
5.5.1. Viaducto de Barbantin˜o
El viaducto de Barbantin˜o es un puente continuo con cajo´n de hormigo´n pre-
tensado y una luz total de 1176 m, repartidos en un total de 18 vanos. La longitud
de los vanos, salvo el primero y el u´ltimo, es de 67 m. Posee pilas de gran altura,
siendo la mayor de ellas de 97,9 m. En la Figura 5.24 se puede ver un esquema
del viaducto. En las Figuras Figura 5.25 a Figura 5.29 se pueden ver sus cinco
primeros de vibracio´n laterales, todos ellos de frecuencias inferiores a 1 Hz pero
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Figura 5.24. Esquema del viaducto de Barbantin˜o.
con longitudes de onda que abarcan varios vanos, por lo que no coinciden con
las consideradas en el informe del comite´ ERRI D 181, siendo de esperar que no
aparezcan problemas dina´micos. Como se puede ver en la Figura 5.30, los des-
Figura 5.25. Primer modo de vibracio´n lateral del Viaducto de Barbantin˜o: f1 = 0,29 Hz.
plazamientos laterales del tablero del viaducto bajo la accio´n del viento tienen un
valor elevado. En dicha figura se presentan los desplazamientos para distintos ca-
sos: con coeficientes de arrastre de las fuerzas aerodina´micas obtenidos en ensayo
de tu´nel de viento, para el caso sin barreras y el caso con barreras, y utilizando
los coeficientes que marca la Instruccio´n IAPF, para el caso sin barreras.
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Figura 5.26. Segundo modo de vibracio´n lateral del Viaducto de Barbantin˜o: f2 = 0,42 Hz.
Figura 5.27. Tercer modo de vibracio´n lateral del Viaducto de Barbantin˜o: f3 = 0,46 Hz.
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Figura 5.28. Cuarto modo de vibracio´n lateral del Viaducto de Barbantin˜o: f4 = 0,59 Hz.
Figura 5.29. Quinto modo de vibracio´n lateral del Viaducto de Barbantin˜o: f5 = 0,68 Hz.






























Figura 5.30. Desplazamientos laterales debidos a la accio´n esta´tica del viento para el viaducto de
Barbantin˜o con distintas combinaciones de barreras y sin ellas, y con distintos coeficientes de arrastre:
calculados en tu´nel de viento (IdR) y propuesto por la IAPF.
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5.5.2. Viaducto sobre el R´ıo Deza
Este viaducto es de planta curva, con un radio de 9000 m, y una longitud total
de 1175 m, repartidos en un total de 18 vanos, con luces entre los 70 y 42,5 m. Su
seccio´n es un cajo´n de hormigo´n pretensado de 5 m de canto y dispone de pilas
de gran altura, siendo la ma´s alta de 96,5 m. Como caracter´ıstica singular, este
puente dispone de un arco apuntado que recoge los esfuerzos longitudintales del
tablero. En la Figura 5.31 puede verse una infograf´ıa del viaducto y en ella se puede
apreciar que la velocidad de viento, calculada a partir de la Instruccio´n, es muy
alta. Al igual que ocurr´ıa con el Viaducto de Barbantin˜o, en las Figuras Figura
Figura 5.31. Infograf´ıa del viaducto sobre el R´ıo Deza. Imagen cortes´ıa de Adif.
5.32 a Figura 5.36 se puede apreciar que los cinco primeros modos de vibracio´n
laterles son de frecuencias inferiores a 1 Hz, y con longitudes de onda muy largas.
Como suced´ıa en el caso anterior, y se aprecia en la Figura 5.37, este puente
presenta una gran deformabilidad frente a cargas laterales de viento.
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Figura 5.32. Primer modo de vibracio´n lateral del Viaducto sobre el R´ıo Deza: f1 = 0,35 Hz.
Figura 5.33. Segundo modo de vibracio´n lateral del Viaducto sobre el R´ıo Deza: f2 = 0,54 Hz.
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Figura 5.34. Tercer modo de vibracio´n lateral del Viaducto sobre el R´ıo Deza: f3 = 0,69 Hz.
Figura 5.35. Cuarto modo de vibracio´n lateral del Viaducto sobre el R´ıo Deza: f4 = 0,84 Hz.
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Figura 5.36. Quinto modo de vibracio´n lateral del Viaducto sobre el R´ıo Deza: f5 = 0,87 Hz.




























Figura 5.37. Desplazamientos laterales del tablero del Viaducto sobre el r´ıo Deza debido a la accio´n lateral
del viento para el caso en que se consideran barreras cortavientos, y en el que no.
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5.5.3. Viaducto de O’Eixo
El Viaducto de O’Eixo tiene una longitud total de 1224 m de longitud, dispues-
tos en 25 vanos de 50 m, menos el primero y el u´ltimo. El tablero es un cajo´n de
hormigo´n pretensado de canto variable entre 3 y 4,5 m, y el viaducto pose´e unas
pilas de gran altura, siendo la ma´s alta de 82 m. Al igual que en el Viaducto sobre
el R´ıo Deza, dispone de un arco apuntado para recoger los esfuerzos de longitudi-
nales. En la Figura 5.38 se puede ver un esquema del puente. Al igual que suced´ıa
Figura 5.38. Esquema del alzado del viaducto de O’Eixo.
en los viaductos anteriores, es muy flexible lateralmente, como se puede apreciar
en la Figura 5.39.



























Figura 5.39. Desplazamientos laterales del tablero del Viaducto de O’Eixo debido a la accio´n lateral del
viento para el caso en que se consideran barreras cortavientos, y en el que no.
5.5.4. Trabajo a seguir
Con la metodolog´ıa implementada en este trabajo, se pretende estudiar, en
un futuro, los efectos dina´micos que se puedan dar en los veh´ıculos al cruzar este
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tipo de viaductos, como consecuencia de la interaccio´n dina´mica entre ambos,
en posibles escenarios de fuertes vientos. De los resultados obtenidos en estos
trabajos se espera que se puedan extraer recomendaciones sencillas para el disen˜o
de puentes, con objeto de ser propuestas para su introduccio´n en la normativa









El objetivo de este trabajo es el estudio de los modelos nume´ricos para la
evaluacio´n de la interaccio´n dina´mica lateral entre veh´ıculos y viaductos de Alta
Velocidad. Desde principios del siglo XX se conoce el problema de la dina´mica
vertical de las estructuras sometidas a cargas repetitivas, como son las del ferroca-
rril. Pero el intere´s en los feno´menos de interaccio´n lateral data de las u´ltimas dos
de´cadas. La respuesta dina´mica lateral, que aparece cuando un veh´ıculo circula
sobre un puente a una cierta velocidad, por lo general, dista mucho de afectar
la seguridad o durabilidad de la estructura. Sin embargo, puede comprometer de
manera cr´ıtica la seguridad de los veh´ıculos y el confort de sus pasajeros.
En una primera parte de este trabajo se ha realizado un estudio del estado de
la te´cnica mediante los trabajos relacionados, existentes en la literatura y, como
se puede comprobar, los trabajos relacionados con la interaccio´n lateral son, en
su mayor´ıa, de la u´ltima decada. Teniendo en cuenta que Japo´n fue el pa´ıs pio-
nero en el desarrollo de l´ıneas de Alta Velocidad; Korea del Sur ha desarrollado
recientemente sus primeras l´ıneas; y China es actualmente el pa´ıs del mundo con
mayor nu´mero de kilo´metros de v´ıa en construccio´n; no es de extran˜ar que gran
parte de los autores de los trabajos referenciados en este documento sean de pa´ıses
asia´ticos.
Debido a la especial importancia que el contacto rueda-carril tiene en la dina´mi-
ca lateral (no ocurre lo mismo para la dina´mica vertical), se ha dedicado una parte
importante del estudio del Estado del Arte, a los diferentes modelos de contacto.
Adema´s, en el Cap´ıtulo 3 se han explicado en detalle, desarrollado y validado, los
modelos de contacto utilizados en este trabajo. Entre los posibles, se ha desaro-
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llado el modelo no lineal de Hertz para el contacto normal, el modelo no lineal
FastSim (Kalker, 1982) y el modelo linealizado de Kalker. Siendo el modelo de
Hertz y FastSim muy comunes en los programas de dina´mica ferroviaria.
Se han propuesto modelos de elementos finitos, compuestos por elementos de
tipo viga y elementos superficiales de contacto y elementos de interaccio´n, es-
pec´ıficamente desarrollados en este trabajo, para la simulacio´n matema´tica de las
estructuras a considerar en la interaccio´n. Como ha sido suficientemente probado
en la literatura, estos modelos son una opcio´n eficiente y precisa para estudiar
el comportamiento dina´mico de viaductos. Mediante este tipo de modelos se han
desarrollado puentes de ferrocarril, por lo general continuos y con tablero de cajo´n
de hormigo´n pretensado. Pero esta metodolog´ıa para desarrollar los modelos de
las estructuras puede ser aplicada, perfectamente, a muchas otras tipolog´ıas de
puentes. En este trabajo se emplean elementos viga con comportamiento lineal
pero efectos, como la plasticidad y el dan˜o de los materiales, pueden ser incluidos
para realizar otros tipos de simulaciones, sin introducir grandes modificaciones en
los modelos desarrollados.
Por otra parte, se han empleado modelos de sistemas multicuerpo para res-
presentar el comportamiento dina´mico de los veh´ıculos, compuestos por varios
cuerpos, que se suponen r´ıgidos, y unidos entre s´ı mediante los sistemas de suspen-
sio´n del tren. En este trabajo se ha utilizado un tren de Alta Velocidad, de coches
independientes, con caracter´ısticas similiares al Siemens ICE3 (Serie 103 de AVE).
Como indica Shabana et al. (2008), este tipo de modelos es muy apropiado para
representar el comportamiento dina´mico de los veh´ıculos, y esta´ disponible en el
programa de elementos finitos Abaqus.
Una de las principales causas de la aparicio´n de efectos dina´micos en estos
veh´ıculos es la presencia de irregularidades en la v´ıa. Se ha implementado una
metodolog´ıa (Claus y Schiehlen, 1997), basada en funciones de densidad espectral
de potencia, que permite generar perfiles de irregularidades en la v´ıa (verticales,
horizontales y de alabeo), con una cierta componente aleatoria. Para ciertos casos
tambie´n se ha considerado la presencia de irregulraridades aisladas en la v´ıa.
Una vez estudiados los modelos de las estructuras y los veh´ıculos, y las irregu-
laridades de la v´ıa, la pieza clave, para el estudio de los efectos dina´micos laterales
que puedan aparecer, es la correcta implementacio´n de la interaccio´n que se produ-
ce entre ellos. En este trabajo se presenta un nuevo desarrollo para el tratamiento
de esta interaccio´n. Para ello, se ha desarrollado un elemento para el programa
de elementos finitos Abaqus, con el cua´l se han realizado todos los ca´lculos. Este
elemento se situ´a en cada uno de los ejes del tren y permite que este interactu´e
con el tablero del viaducto. En esta interaccio´n:
los dos sistemas (veh´ıculo y estructura) intercambian las fuerzas de reaccio´n
que aparecen entre ellos;
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los movimientos del veh´ıculo y la estructura esta´n acoplados (el veh´ıculo
sigue el movimiento de la v´ıa), pero existe un cierto movimiento relativo
entre los ejes del tren y la v´ıa, por lo que pueden aparecer efectos dina´micos
como el de lazo.
Este elemento ha sido programado para un esquema de dina´mica impl´ıcita y no
lineal, por lo que es necesario calcular sus matrices de rigidez y amortiguamiento.
Como consecuencia de que FastSim no tiene una derivada anal´ıtica, es necesario
emplear jacobianos nume´ricos, lo que hace el elemento costoso desde el punto de
vista computacional, sin embargo, factible.
Se han validado los resultados obtenidos mediante los modelos desarrollados
para un caso de interaccio´n vertical entre vigas y masas suspendidas, mediante el
denominado ejemplo de la Viga de Yang (Yang y Yau, 1997).
El feno´meno de movimiento de lazo, propio de la dina´mica lateral de veh´ıculos
ferroviarios, ha sido estudiado mediante el elemento de contacto implementado.
Se han validado casos sencillos mediante modelos anal´ıticos obtenie´ndose buenos
resultados tanto a nivel cualititativo, como cuantitativo. Estos resultados muestran
la validez de este tipo de modelos para el estudio de dina´mica lateral de veh´ıculos
ferroviarios.
Como ejemplo de aplicacio´n de los modelos desarrollados, se han estudiado
casos de interaccio´n entre viaductos de varios vanos isosta´ticos y estructuras, simi-
lares a los del estudio ERRI-D181 (1996). En este estudio cualitativo, al igual que
en el informe citado, se observa que para puentes con frecuencias laterales bajas
(inferiores a 1 Hz), los movimientos de los veh´ıculos y de los centros de vano de
los viaductos son mayores que en el caso de los puentes con frecuencias mayores.
Por u´ltimo, mediante la metodolog´ıa desarrollada en este trabajo se pretende
estudiar la posible aparicio´n de efectos de dina´mica lateral en veh´ıculos de Alta
Velocidad al cruzar viaductos con gran flexibilidad lateral, y longitudes de onda
largas, como los que se esta´n construyendo en la L´ınea de Alta Velocidad del Corre-
dor Noroeste de Espan˜a. Al final del Cap´ıtulo 5 se han recogido las caracter´ısticas
principales y los modos y frecuencias propias laterales de algunos estos viaductos,
que, como se esperaba, son muy bajas (del orden de 0,3 Hz). Las frecuencias son
muy inferiores a las que propone el informe del comite´ ERRI D 181 como l´ımite
inferior (1,2 Hz), sin embargo, las longitudes de onda de los modos de vibracio´n
abarcan varios vanos, y son muy superiores a las del efecto de lazo, por lo que
sera´ necesario estudiar que´ efectos se pueden dar en estudios futuros. Los efectos
de viento transversal debera´n tenerse en cuenta en el estudio de interaccio´n de
estas estructuras.
Como resumen, se puede concluir que se han desarrollado modelos complejos
mediante te´cnicas de elementos finitos y sistemas multicuerpo, con especial aten-
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cio´n al contacto rueda-carril. Se espera que en el futuro estos modelos permitan
estudiar correctamente la aparicio´n de efectos dina´micos laterales en viaductos y
veh´ıculos de Alta Velocidad, en escenarios de fuertes vientos.
6.2. Aportaciones
Las aportaciones principales de este trabajo se resumen en:
Implementacio´n y validacio´n del modelo de contacto no lineal de Hertz, para
el contacto normal, y del algoritmo FastSim, para el tangencial.
Desarrollo de modelos de elementos finitos de tipo viga, conectados a super-
ficies de contacto, para simular el comportamiento dina´mico de viaductos,
validando dichos modelos con ejemplos existentes en la literatura.
Creacio´n de modelos de sistemas multicuerpo, en un programa de propo´si-
to general, como es Abaqus, para el estudio de la dina´mica de veh´ıculos
ferroviarios.
Estudio, desarrollo teo´rico, implementacio´n computacional y validacio´n de
un elemento, de creacio´n propia, para el estudio de la interaccio´n entre trenes
de Alta Velocidad y viaductos.
En desarrollos futuros de este trabajo se espera:
Conseguir una mejora en cuanto a la implementacio´n nume´rica del me´todo
de interaccio´n desarrollado para facilitar su convergencia y eficiencia compu-
tacional.
Obtener una interpretacio´n completa y detallada de los resultados obteni-
dos por el comite´ ERRI D 181, mediante los modelos desarrollados en este
trabajo.
Implementar las cargas de viento, variables en el espacio y en el tiempo, a
partir de funciones de densidad espectral de potencia de dicha accio´n, que
aparecen sobre los viaductos y los veh´ıculos.
Predecir los efectos dina´micos laterales que pudieran aparecer en los via-
ductos de pilas altas y gran flexibilidad lateral, descritos en este trabajo,
as´ı como una posible contrastacio´n de estos resultados con medidas experi-
mentales. Extraer conclusiones de estos estudios que permitan realizar pro-
puestas para su introduccio´n en las distintas normativas de acciones a tener
en cuenta en el disen˜o de puentes de ferrocarril.
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6.3. Trabajo futuro
Este documento supone una primera fase de trabajo en el estudio de la in-
teraccio´n lateral entre veh´ıculos y estructuras. Se espera que futuros desarrollos,
tomando como base este trabajo, conduzcan a un mejor conocimiento del feno´meno
y a la posible redaccio´n de una tesis doctoral.
Entre las posibles v´ıas de desarrollo a seguir esta´n:
1. Modelizacio´n de la accio´n del viento sobre el veh´ıculo y la estructura, consi-
derando e´sta como una accio´n variable en el tiempo y el espacio, e introduc-
cio´n de su efecto en los modelos de elementos finitos y sistemas multicuerpo
de la estructura y el veh´ıculo. Sin duda, los futuros resultados obtenidos del
proyecto Efectos del Viento Transversal sobre la Circulacio´n de Veh´ıculos
Ferroviarios: Determinacio´n de Valores L´ımite, en el que los directores y el
autor trabajan, permitira´n un mejor conocimiento de este efecto.
2. Desarrollo de modelos de otras tipolog´ıas de trenes de Alta Velocidad, como
pueden ser los de tipo art´ıculado o regular; modelos de los trenes consi-
derados en el estudio ERRI-D181 (1996); y consideracio´n de las diferentes
caracter´ısticas meca´nicas y geome´tricas de los veh´ıculos que circulan por las
distintas l´ıneas.
3. Mejora del elemento de interaccio´n propuesto en este trabajo: me´todos co-
mo el de los Multiplicadores de Lagrange, o el de Lagrangiano Aumentado,
pueden ser una solucio´n eficiente y precisa para la imposicio´n de las restric-
ciones cinema´ticas del eje y la resolucio´n del equilibrio interno del elemento.
Adema´s, el me´todo de diferenciacio´n automa´tica, para la evaluacio´n de de-
rivadas de algoritmos, puede ser una posible alternativa al uso del jacobiano
nume´rico que, al necesitar ejecutar el algoritmo FastSim muchas veces, es
ineficiente desde un punto de vista computacional.
4. Estudio de la interaccio´n con viaductos de pilas muy altas, que presentan
frecuencias de vibracio´n lateral muy bajas y longitudes de onda muy lar-
gas. En el informe del ERRI D 181 se estudiaron los problemas de dina´mica
lateral que podr´ıan presentar puentes isosta´ticos, con distintas frecuencias,
pero con longitudes de onda cortas en relacio´n a los viaductos citados an-
teriormente. De este estudio se espera extraer conclusiones que permitan
realizar recomendaciones sencillas a tener en cuenta en el disen˜o de este ti-
po de estructuras, con objeto de ser propuestas para su introduccio´n en las










En este ape´ndice se detalla el desarrollo matema´tico de algunos modelos sim-
plificados para estudiar la estabilidad en la dina´mica ferroviaria. Algunos de estos
resultados son de aplicacio´n para su contrastacio´n con resultados obtenidos por
modelos de sistemas multicuerpo, en la Seccio´n 5.3.
Un sistema meca´nico es inestable cuando, tras separarse de su posicio´n de
equilibrio, su respuesta se amplifica, sin amortiguarse. En el caso de los veh´ıculos
ferroviarios, existe una velocidad de circulacio´n (velocidad cr´ıtica) que si es supe-
rada, el tren se comporta de manera inestable, por lo que se hace imposible su
circulacio´n.
A continuacio´n se presentan modelos teo´ricos simplificados de comportamiento
de un eje aislado y de un bogie con ejes unidos r´ıgidamente a e´l. Un estudio en
profundidad de los modelos explicados a continuacio´n esta´ recogida en Garg y
Dukkipati (1984) y Gime´nez y Lasala (1998).
A.2. Modelo de eje aislado
Como una primera aproximacio´n a la dina´mica lateral de trenes de Alta Ve-
locidad se propone un modelo de un eje aislado que se supone unido al resto de
los elementos del tren mediante conexiones ela´sticas laterales y longitudinales a
referencias fijas. Dicho modelo so´lo consta de dos grados de libertad: el desplaza-
miento lateral y y el giro de lazo α alrededor del eje z (Figura A.1). Las hipo´tesis
fundamentales de este modelo son:
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1. el eje es r´ıgido y se une a referencias fijas mediante resortes laterales y
longitudinales,
2. se considera que los perfiles de rueda y carril tienen una conicidad perfecta,
y




(c) Vista en planta.
Figura A.1. Modelo de eje ela´stico.
Como un primer paso en el planteamiento del equilibrio dina´mico del sistema, se
establecen los valores de las fuerzas que aparecen en el contacto rueda-carril. Para
ello se hace uso de la solucio´n linealizada de Kalker para pseudo-deslizamientos
muy pequen˜os, con contacto puntual, en la que se supone que todo el area de
contacto esta´ en situacio´n de adherencia, no existiendo ninguna zona en la que haya
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deslizamiento. El pseudo-deslizamiento tiene 3 componentes: dos direccionales, ξ y
η, relacionadas con las velocidades de deslizamiento en las direcciones x e y, y una
angular φ, relacionada con el esp´ın o rotacio´n de pivotameinto de la rueda respecto








donde Vx es la velocidad del punto de la rueda en contacto con el carril en la
direccio´n x, al igual que Vy lo es para la direccio´n y, y V es la velocidad en la
direccio´n x del centro del eje. Para el modelo de contacto simplificado que se
considera se asume la hipo´tesis de que las fuerzas horizontales de contacto esta´n
dadas por las relaciones:
Fc x = −Cx ξ , (A.2)
Fc y = −Cy η , (A.3)
siendo Cx y Cy:
Cx = Ga b c11 , (A.4a)
Cy = Ga b c22 , (A.4b)
donde a y b son los semiejes de la elipse de contacto; G el mo´dulo de elasticidad
transversal del material de ruedas y carriles; y c11 y c22 los coeficientes de Kalker.
Todos estos para´metros han sido ya explicados con detalle en el Cap´ıtulo 3. Es
importante decir que se considera que dichos para´metros tienen el mismo valor para
ambas ruedas. Adema´s de e´sta, en estas expresiones de las fuerzas de contacto
se han introducido varias simplificaciones, pese a ello, bajo las condiciones de
contacto rueda-carril correspondientes al modelo utilizado y suponiendo pequen˜as
conicidades, dichas fo´rmulas pueden considerarse lo suficientemente precisas.
Las velocidades de los puntos de contacto de cada rueda se obtienen como la
suma de velocidades:
VP = VO +VRO +VPR, (A.5)
siendo (Figura A.2):
VP la velocidad del punto de contacto,
VO la velocidad del centro del bastidor,
VRO la velocidad del centro de la rueda relativa al centro del bastidor, y
VPR la velocidad del punto de contacto de la rueda respecto al centro de la rueda.
160 A.2. Modelo de eje aislado
Figura A.2. Puntos significativos del modelo.
Suponiendo que el eje se desplaza segu´n la direccio´n x con una velocidad constante
x˙ = V , la velocidad VO es:
VO = V i + y˙ j . (A.6)
La velocidad del centro de la rueda relativa al centro del bastidor (cuando el
bastidor ha girado un a´ngulo α) se calcula como1:
VRO = α˙× rRO = α˙k×∓d (− senα i+ cosα j) = α˙ d (± cosα i± senα j) (A.7)
siendo los vectores denominados con la notacio´n rIJ aquellos que unen el punto J
con el punto I del eje. La velocidad del punto de contacto de la rueda relativa al
centro de la rueda es:
VPR = ϕ˙× rPR = ϕ˙ (− senα i+ cosα j)× (−r k) (A.8)
Como se puede ver en la Figura A.3, debido a la conicidad de la rueda y al des-
plazamiento lateral del bogie, el radio de giro de la rueda var´ıa segu´n:
r(y) = r0 ∓ δ0 y, (A.9)
siendo r0 el radio inicial de giro (cuando el eje esta´ centrado con la v´ıa) y δ0 la
conicidad de la rueda. Con la expresio´n anterior, y suponiendo que la velocidad de












V (− cosα i− senα j) . (A.11)
1En esta seccio´n, a partir de este punto, cuando aparezcan los s´ımbolos ± o ∓, el signo
superior corresponde a la rueda A, y el inferior, a la B, sen˜aladas en la Figura A.2.
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Figura A.3. Detalle de la variacio´n de radio de la rueda B.
Sumando todas las velocidades relativas se obtiene:
VP =
(

















































































Por tanto, las fuerzas de contacto son:
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Aplicando el teorema de la cantidad de movimiento en la direccio´n y (ver
Figura A.4) se llega a la ecuacio´n diferencial:
my¨ + 2 ky y + (F
A
c )y + (F
B
c )y = 0 (A.17)
que sustituyendo queda:
my¨ + 2 ky y +
2Cy
V
y˙ − 2Cy senα = 0 (A.18)
Igual que antes, aplicando el balance del momento cine´tico (ver Figura A.5), se
Figura A.4. Vista frontal del equilibrio del eje en la posicio´n deformada.
obtiene la otra ecuacio´n del equilibrio:
I α¨+ 2 kx d
2 senα cosα+ 2 ky d
2 (1− cosα) senα (A.19)
+d cosα
(




(FBc )y − (FAc )y
)
= 0 . (A.20)
que, desarrollada queda:
Figura A.5. Vista en planta del equilibrio del eje en la posicio´n deformada.
I α¨+ 2 kx d
2 senα cosα+ 2 ky d













= 0 . (A.22)
As´ı, se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal y acoplado que repre-




y˙ + 2 ky y − 2Cy senα = 0 , (A.23a)
I α¨+ 2 kx d
2 senα cosα+ 2 ky d













= 0 . (A.23c)
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Para desplazamientos pequen˜os se hace la hipo´tesis de que cosα ≈ 1 y de que
senα ≈ α, y suprimiendo los te´rminos de segundo orden, por considerarse despre-












y = 0 (A.24b)
Partiendo del sistema de ecuaciones lineal se puede estudiar la estabilidad
de la respuesta dina´mica a partir de las ra´ıces de su polinomio caracter´ıstico. El











p+ 2 kx d
2
∣∣∣∣∣∣∣ = 0 . (A.25)
Desarrollando el determinante y estudiando las condiciones de estabilidad obte-
nidas para un polinomio de cuarto orden por aplicacio´n del criterio de Routh se





































Como se ha dicho anteriormente, cuando el veh´ıculo supera esta velocidad, una
vez que se aparta de su posicio´n de equilibrio, se inicia un movimiento oscilatorio
no amortiguado y de amplitud creciente.
En la Ecuacio´n A.26 se puede ver, que si kx = 0 y ky = 0, que correspon-
de al caso del eje libre, sin suspensio´n, la velocidad cr´ıtica es nula. Es decir, el
movimiento del eje para cualquier velocidad sera´ inestable en esa situacio´n.
Si en la Ecuacio´n A.24 se desprecian los te´rminos inerciales (ana´lisis cuasiesta´ti-
co), la ecuacio´n quedar´ıa:
Cy
V







y = 0 (A.27b)






































y = 0 . (A.29b)
Al igual que antes, se estudia la estabilidad de este sistema de ecuaciones a partir
de las ra´ıces de su polinomio caracter´ıstico:∣∣∣∣ Cy p+ ky −CyCx δ0 dr0 Cx d2 p+ kx d2
∣∣∣∣ = 0 , (A.30)
obtenie´ndose las ra´ıces:














Como suced´ıa anteriormente, cuando kx = 0 y ky = 0, las ra´ıces anteriores so´lo
tienen parte imaginaria, por lo que el amortiguamiento del sistema es nulo: una
vez que se inicia una oscilacio´n, esta se mantiene sin aumentar ni disminuir. De
la Ecuacio´n A.31 se puede extraer que la longitud de onda del movimiento (la












A.3. Modelo de bogie aislado
A continuacio´n se realiza un modelo correspondiente a un bogie aislado. En
este modelo los ejes se unen r´ıgidamente al bogie, y no existe ningu´n sistema de
suspensio´n ni para los ejes, ni para el bogie. Dicho modelo so´lo consta de dos
grados de libertad: el desplazamiento lateral y y el giro de lazo α alrededor del eje
z (Figura A.6).
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Figura A.6. Grados de libertad utilizados para el modelo del bogie aislado.
Al igual que antes, para poder determinar las fuerzas tangenciales que aperecen
en el contacto, es necesario determinar las velocidades y pseudo-deslizamiento de
las ruedas. De forma general, se define la velocidad de la rueda i, como:
Vi = VO +VRiO +VPiRi , (A.33)
siendo VO la velocidad del centro del bogie; VORi la velocidad del centro de la
rueda i relativa al centro del bogie; y VPiRi la velocidad del punto de contacto de
la rueda i respecto al centro de e´sta (ver puntos en la Figura A.7).
Desarrollando las velocidades para las cuatro ruedas, y calculando los pseudo-
deslizamientos como se hizo en el caso del eje aislado en las Ecuaciones (A.14)
y (A.15), se pueden calcular las expresiones de las fuerzas de contacto para cada
rueda:

























(FAc )y = (F
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(FCc )y = (F
D









Aplicando el teorema de cantidad de movimiento en la direccio´n y, y del mo-
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Figura A.7. Puntos significativos del modelo.















y = 0 . (A.35b)
Para estudiar su estabilidad es necesario estudiar su polinomio caracter´ıstico,

















∣∣∣∣∣∣∣ = 0 . (A.36)
Desarrollando este determinante y estudiando las ra´ıces del polinomio segu´n el
criterio de Routh se deduce que el sistema es inestable para cualquier velocidad
no nula.
Despreciando los te´rmino de inercia en la expresio´n y utilizando las relaciones
(A.28) en la Ecuacio´n A.35, se obtienen las ecuaciones:
dy
dx
− α = 0 , (A.37a)(
Cx d







y = 0 . (A.37b)
Derivando la Ecuacio´n A.37b respecto a x y sustituyendo en ella la Ecuacio´n A.37a,
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se obtiene: (
Cx d







α = 0 . (A.38)
La solucio´n de esta ecuacio´n es una expresio´n armo´nica no amortiguada con una



















Para este trabajo se ha modelizado (Seccio´n 4.3), y aplicado a simulaciones sen-
cillas (Secciones 5.3 y 5.4), un veh´ıculo Siemens ICE3, que es un veh´ıculo ferroviario
de alta velocidad, de tipo convencional y traccio´n distribuida. Las caracter´ısticas
meca´nicas que se incluyen a continuacio´n (Seccio´n B.1) son una aproximacio´n de
las del veh´ıculo real, y son cortes´ıa de A. Alonso y G. Gime´mez (Ceit y CAF). Al
ser el veh´ıculo de traccio´n distribuida, no existe gran diferencia en cuanto a las
caracter´ısticas meca´nicas de los diferentes coches. Por ello, se utilizan las mismas
caracter´ısticas para cada uno de ellos. Por u´ltimo, en la Seccio´n B.2 se incluyen
los primeros modos de vibracio´n del veh´ıculo.
B.1. Caracter´ısticas meca´nicas
A continuacio´n se recogen las caracter´ısticas meca´nicas y geome´tricas princi-
pales de los distintos elementos del veh´ıculo.
B.1.1. Caracter´ısticas geome´tricas
Las principales caracter´ısticas geome´tricas del veh´ıculo son:
Radio de rodadura nominal: 0,46 m
Distancia entre ejes de un mismo bogie: 2,50 m
Distancia entre los centros de bogies de un mismo coche: 17,375 m
Distancia entre puntos de contacto de un mismo eje: 1,506 m
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Altura del centro de gravedad del bogie en situacio´n de tara: 0,5 m
Altura del centro de gravedad de la caja en situacio´n de tara: 1,4 m
B.1.2. Masas e inercias de los cuerpos
En la Figura B.1 pueden verse los cuerpos del veh´ıculo y los ejes globales de
referencia x, y y z.
Figura B.1. Cuerpos de un coche del veh´ıculo ICE3 y ejes globales de referencia.
Caja :
m = 53500 kg de tara + 68 personas.
Ix = 70000 kg ·m2
Iy = 49m kg ·m2
Iz = 49m kg ·m2
Bogie :
m = 3500 kg
Ix = 560 kg ·m2
Iy = 315 kg ·m2
Iz = 1715 kg ·m2
Eje :
m = 1800 kg
Ix = 1000 kg ·m2
Iy = 100 kg ·m2
Iz = 1800 kg ·m2
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B.1.3. Propiedades de las suspensiones




Figura B.2. Suspensiones del veh´ıculo Siemens ICE3
Suspensio´n primaria :
Rigidez vertical: k1,z = 1200 kN/m
Amortiguamiento vertical: c1,z = 10 kN · s/m
Rigidez guiado radial: k1,x = 12,5 · 103 kN/m
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Rigidez guiado axial: k1,y = 120 · 103 kN/m
Amortiguamiento guiado axial: c1,x = 9,0 kN · s/m
Amortiguamiento guiado axial: c1,y = 27,9 kN · s/m
Suspensio´n secundaria :
Rigidez vertical de los balones: k2,z = 350 kN/m
Rigidez transversal de los balones: k2,x−y = 240 kN/m
Amortiguamiento vertical de los balones: c2,z = 20 kN · s/m
Amortiguamiento transversal de los balones: c2,x−y = 30 kN · s/m
Rigidez de la barra de torsio´n: k2,θ = 1500 kN ·m/rad
Rigidez del pito´n de arrastre: k2,x = 50000 kN/m
Amortiguamiento del pito´n de arrastre: c2,x = 65,4 kN · s/m
Rigidez del sistema antilazo: k2,ala = 6000 kN/m
Amortiguamiento del sistema antilazo: c2,ala = 200 kN · s/m
La rigidez y el amortiguador del sistema antilazo esta´n dispuestos en
serie. Hay dos sistemas antilazo a cada lado de cada bogie.
B.2. Modos de vibracio´n
En las Figuras B.3 a B.7 se recogen los cinco primeros modos de vibracio´n del
veh´ıculo, con sus respectivas frecuencias, que tambie´n se resumen en el Cuadro
B.1. El sexto modo correponde a la vibracio´n vertical de los bogies, y tiene una
frecuencia superior a 6 Hz, por lo que esta´ fuera del rango de frecuencias de intere´s
en el estudio de interaccio´n lateral de este trabajo.
No de modo Frecuencia [Hz] Descripcio´n
1 0,63 Movimiento lateral y balanceo de caja
2 0,76 Movimiento vertical de caja
3 0,94 Cabeceo de caja
4 1,08 Balanceo inferior de caja
5 1,16 Giro de lazo de caja y balanceo de bogies
Cuadro B.1. Frecuencias de vibracio´n del veh´ıculo ferroviario, de caracter´ısticas similares al Siemens ICE3,
implementado en este trabajo.
Los modos han sido calculados fijando los movimientos de los ejes, ya que el
proceso de linealizacio´n del elemento de interaccio´n con la estructura entran˜a una
cierta dificultad, y no ha sido desarrollado en este trabajo.
B. Carater´ısticas meca´nicas del veh´ıculo Siemens ICE3 173
Los modos de vibracio´n de movimiento de lazo debido al contacto tienen lon-
gitudes de onda del entorno de los 30 m para cualquier velocidad. Por tanto,
su frecuencia es variable, y para 100 km/h, sera´ similar a f = 0,92 Hz, y para
350 km/h, similar a f = 3,24 Hz.
Figura B.3. Primer modo de vibracio´n del veh´ıculo: modo lateral de caja y de balanceo. f1 = 0,63 Hz.
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Figura B.4. Segundo modo de vibracio´n del veh´ıculo: modo de vibracio´n vertical de caja. f2 = 0,76 Hz.
Figura B.5. Tercer modo de vibracio´n del veh´ıculo: modo de cabeceo de caja. f3 = 0,94 Hz.
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Figura B.6. Cuarto modo de vibracio´n del veh´ıculo: modo de balanceo inferior de caja. f4 = 1,08 Hz.
Figura B.7. Quinto modo de vibracio´n del veh´ıculo: giro de lazo de caja y balanceo en contrafase de los
bogies. f5 = 1,16 Hz.
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